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L'ANALYSE   INDETERMINEE 

DE  DEGRÉ   SUPÉRIEUR 
Par  M.  T.  NAGELL, 

l'odeur  es  sciences,  cliaroé  de  cours  à  TUnixersité  d'Oslo. 


I.  —  Intkodlction. 

1 .  Les  problèmes  de  l'Analyse  indéterminée.  —  (  )u  appelle  Analyse 
indcLeiiniiK-e  hi  pailie  (Je  lii  théoiie  de>  iionihres  qui  s'occupe  des 
solutions  en  noinbics  ralio/i/te/s  ou  en  nonihrcs  eulieis  d'une  (»u  de 
plusieurs  équallon>.  Le  pioblènie  le  plus  iuiporlaul  de  ce  domaine 
est  I  élude  des  solulinns  rationnelles  ou  entières  ,/■.  )',  c.  ...  de 
l'équation 

oùy' esl  une  fonction  entière  rationnelle  de  X^  )',  z.  .  .  .  à  coetlieienls 
rationnels  ou  enlieis.  (  )n  |)eut,  par  exemple,  demander  si  cette  équa- 
tion possède  un  noudjre  lini  ou  une  inlinité  (!<:  solutions;  on  l'on  peut 
demander  une  méthode  pour  déterminer  toutes  les  solutions.  Dans  le 
ca>  dune  équation  liomoi;ène,  le  problème  de  Irouver  les  solutions 
rationnelles  coïncide  avec  le  problème  de  trouver  les  solulions 
entières. 

Au  lieu  dune  seule  l'onction/,  on  [)euL  |)rendre  un  nombre  fini  de 
fonctions  entières  rationnelles  et  demander  les  solutions  rationnelles 
ou  entières  a",  )■,  :;,...  du  système  simultané 

/"i  (  ./•.  )•.  r.  . . .  )  ^~  o.        f-,  (  .>'■  y.  z ....)  =  i) /"„  I ./ .  y.  z.  . . .  )  =  o. 

On  peut  évidemment  géiu'raliser  ces  problèmes  dans  plu>ieurs  direo 
lions;  on  peut,  par  l'xemple,  demander  les  solutions  en  nond»res 
entiers    ou  fractionnaires  d'un  corps  al2,('bi'iqin' donné  ;  el   l'on    peut 
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remplacer  les   fonctions  fi  par   d'autres   fonctions   qui  ne    sont    pas 
nécessairement  des  polvnomes. 

Les  géomètres  grecs  ont  déjà  étudié  de  tels  problèmes.  On  diàt 
surtout  mentionner  Diophante  d'Alexandrie  (environ  25o  ans  après 
J.-C),  qui  a  traité  un  grand  nombre  d'équations  indéterminées  dans 
son  livre  arithmétique  [4|.  Mais  c'est  Pierre  de  Fermât  qui  doit  être 
considéré  comme  le  vrai  fondateur  de  cette  discipline.  En  eiï'et,  ses 
idées  fécondes  dominent  encore  aujourd'hui  l'Analyse  indéterminée. 

Depuis  les  importants  travaux  de  Euler,  Lagrange,  Legendre, 
Gauss  et  d'autres,  il  existe  une  théorie  classique  des  équations  indé- 
terminées du  premier  et  du  deuxième  degré. 

Le  présent  fascicule  sera  consacré  aux  équations  indéterminées  de 
degré  supérieur,  c'est-à-dire  de  degré  >3.  11  existe  un  très  grand 
nombre  de  ti^avaux  sur  ce  sujet.  On  trouvera  la  bibliographie  com- 
plète dans  l'important  Ouvrage  de  L.  E.  Dickson  (p.  59).  INIais  la 
grande  majorité  des  résultats  sont  troj)  spéciaux  et  sans  importance. 
En  général,  on  a  seulement  traité  des  cas  auméricjues  et  presque  tou- 
jours avec  des  méthodes  spéciales  qui  ne  sont  pas  susceptibles  de 
généralisation.  On  s'est  surtout  intéressé  à  trouver  des  équations  qui 
sont  impossibles,  sauf  pour  des  valeurs  triviales.  Malgré  les  efforts  de 
nombreux  géomètres,  les  résultats  sont  jusqu'ici  incomplets.  L'image 
que  nous  offre  rensemble  des  résultats  de  l'Analyse  indéterminée  est 
très  hétérogène.  Les  méthodes  varient  considérablement  d'un  pro- 
blème à  l'autre  et  l'on  utilise  des  ressources  de  domaines  très  diffé- 
rents :  fonctions  elliptiques  et  algébriques,  transformations  biration- 
nelles,  théorie  des  groii[)es,  nombres  algébriques  et  théorie  des 
idéaux. 

La  plupart  des  travaux  les  plus  importants  s'occupent  des  piopriétés 
arithmétiques  des  courbes  algébriques  planes,  c'est-à-dire  qu'ils  trai- 
tent les  problèmes  suivants  :  luant  donnée  la  courbe  algébrique  plane 
(de  degré  >  3), 

à  coefficients  rationncds,  trouver  :  i"  les  |)i)inls  à  coordonnées  ration- 
nelles, les  points  rationnels^  et  2"  les  ()oinls  à  coordonnét's  entières, 
les  points  entiers  de  cette  courbe.  Si 

(2)  F(  X,  _/,  z)  =  o 
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est  l'équation  de  la  courbe  on  coordonnées  homogènes,  il  est  évident 
que  le  premier  problème  revient  au  pr(d)lème  de  résoudre  en  nombres 
entiers  x^y.  :;  l'équation  (2).  Pour  :;  ^  o,  l'équation  F(x,y,  0)^=  ** 
donne  les  points  rationnels  qui  sont  à  l'infini.  11  y  a  lieu  de  remarquer 
que,  dans  ce  pi^oblèine,  c'est  plutôt  le  genre  que  le  degré  de  la  courbe 
qui  intervient.  On  a  établi  des  résultats  très  intéressante  sur  les 
cour])es  de  genre  o  et  de  genre  i .  Ces  résultats,  qui  seront  exposés 
dans  le  Chapitre  11,  sont  sui'tout  dus  à  Poincaré,  Hurwitz,  Hilbert, 
Maillet  et  Mordell. 

Le  deuxième  problème  est,  en  général,  beaucoup  plus  difficile  que 
le  premier.  Tout  d'abord,  il  se  pose  la  question  de  savoir  reconnaître 
si  la  courbe  admet  une  infinité  ou  seulement  un  nombi^e  limité  de 
points  entiers.  Cette  question  n'est  pas  complètement  résolue;  mais  il 
semble  que  les  courbes  ayant  une  infinitt'  de  points  entiers  soient 
exceptionnelles.  On  connaît  des  classes  très  étendues  où  il  n'y  a 
qu'un  nombre  limité  de  points  entiers.  Cependant,  c'est  seulement 
dans  un  petit  noml)re  de  cas  qu'on  sait  effectivement  déterminer  tous 
les  points  entiers  (cf.  les  n"'  (),  9,  et  10);  on  ne  peut  même  assigner 
une  limite  supérieure  du  nombre  des  points  entiers  en  fonction  des 
coefficients  de  la  courbe  que  dans  des  cas  exceptionnels  [cf.  le  n"  9). 

Ces  n'-sultats,  dont  les  plus  importants  sont  dus  à  Thue  et  à  Siegel, 
seront  exposés  dans  le  Chapitre  111. 

Hors  les  résultats  sur  les  ('qualions  homogènes  à  trois  variables 
qui  sont  exposés  dans  le  Chapitre  II,  il  n'existe  pas  beaucoup  de 
résultats  généraux  sur  les  équations  indéterminées  à  trois  ou  plu- 
sieurs variables.  La  place  étant  très  limitée,  nous  nous  bornons  ici 
à  exposer  les  r<''sultats  de  l'arithmétique  des  courbes  algébriques. 


II.    —    Ij:S    points    ItATIONNELS    DKS    COURBES   AI.UÉBlilQLES    PLANES. 

^2.  Les  courbes  unicursales.  —  Deux  courbes  algébriques  à  coeffi- 
cients rationnels  sont  considérées  comme  équivalentes  ou  appar- 
tenant à  la  même  classe  si  l'on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une 
traiisfonnation  hiralioiinelle  à  coefficients  rationnels.  Deux 
courbes  équivalentes  sont  du  même  genre. 

D'après  Lagrange  [17]  et  Gauss  [10],  nous  savons  trouver  tous  les 
points  rationnels  des  droites  et  des  coniques  (à  coefficients  ration- 
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nels).  Une  droite  admet  toujours  une  infinité  de  points  rationnels  et 
on  les  obtient  par  une  formule  (en  coordonnées  homogènes) 

,/,•  :  y  :  j  =  (  rt/|  —  b/o  )  :  i  rV,     -  (/t.)  :  <  et^    -  //.,). 

où  les  nombres  <7,  />,  r,  c/,  (^,  y  sont  rationnels  et  où  les  paramètres  /, 
et  ti  prennent  toutes  les  valeurs  rationnelles  possibles. 

r^our  reconnaître  si  une  conique  admet  un  point  rationnel,  on  peut 
la  transformer  par  une  transformation  linéaire  a  coefticienls  ration- 
nels en  la  forme 

a  ./•-        h  )  -    •    c  :■-  =^  '>• 

OÙ  les  a,  b,  c  sont  des  nombres  entiers  sans  fadeurs  (juadraliipies  ^  i 
et  premiers  entre  eux  deux  à  deux.  Pour  (jue  cette  è([uation  soit  pos- 
sible en  nombres  entiers  (ou  rationnels)  ,r,  )',  :;  (qui  i^e  sont  pas 
tous  =  o),  il  faut  et  il  suffit  :  i^que  les  nombres  rt,  />,  r  ne  soicntpas 
tous  de  mêmes  signes;  2"  que  les  nombres  —  bc^  —  oc,  —  ab  soient 
restes  quadratiques  respectivement  de  a,  b,  c. 

Si  une  conicjue  admet  un  point  entier,  elle  en  admet  une  infinité. 

Toutes  les  droites  et  toutes  les  coniques  qui  admettent  un  point 
rationnel  forment  une  seule  classe. 

Le  j)roblème  de  trouver  les  points  rationnels  des  courbes  algé- 
briques unicursales  de  degré  >  .^  a  été  complètement  résolu  par  les 
travaux  de  Hiibert,  «b'  Hurwitz  [13]  et  de  Poincaré  [29].  En  effet,  ils 
onl  démontré  le  tln'orème  suivant  : 

T.  Une  coinbc  uniciirsale  à  cocfjicieiils  ratioiiui'ls  de  degré 
impair  est  éqiuialenfe  à  une  droite  et  admet  ainsi  une  infinité  de 
points  rationnels.  Lor.srjnc  le  dei^ré  csl  l'air^  elle  est  éejin\'alente 
à  une  conitjue. 

Soit  la  Courbe  en  coordonm-es  homogènes 

(l  I  ./'  -^'î  }':    •;  I  —  '). 

Si  elie  est  de  degré /«  >  3  et  de  genre  zéro,  elle  aura  -{m  —  i)(/^'  —  2) 

j>oinls  doubles  ;  toute  fonction  sjuK'trjcpie  des  coorckmnees  des  points 
doubles  sera  un  nombre  rationnel.  D'où  il  suit  (pioupeut  faire  passer 
par  ces  poinis  doubles  et  par  m  -  -  2  points  ralionnels  pris  à  volonté 
dans  le  plan  une  combe  de  degré  m —  2,  et  (|ue  celte  courbe  aura  des 
coefficients  ralionnels.  L  é(juation  générale  ch  s  courbes  adjointes  de 
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degré  m  — -  2  passant  par  les  points  (loul)Ies  sera  donc  de  la  forme 

les  11  étant  des  paramètres  arl>itraires  et  les  '^,  étant  des  polynômes 
entiers  homogènes  d'ordre  ///  —  2  en  :r,  y,  "•  à  coefficients  rationnels. 
Alors,  si  nous  [)osons 

où  les  }.  sont  des  coefficionis  ralionnids,  nous  pouvons  transformer  la 
courbe  (1)  par  la  transformation  birationuelle  à  coefficienls  entiers 


<|),  :  *.,  :  '!• 


et  ndus  aurons  la  courl)e 


qui  est  aussi  de  genre  zéro,  mais  de  degré  /h  —  2  st'ulement.  Donc, 
une  courbe  uuicursale  est  équivalente  à  une  autre  courbe  unicursale 
dont  le  degré  est  de  deux  unités  plus  petit.  Eu  procédant  de  la  mêuK» 
manière  on  ariivera  au  théorème  uidiqué.  On  aura  ainsi  une  méthode 
pour  effectivement  déteiminer  les  points  rationnids  de  la  courbe  s'il  j 
en  a.  Puisque  la  transformation  cesse  à  ètro  uniformément  réversible 
dans  les  points  doubles,  on  aiiiM  à  examiner  à  part  si  ces  points  ont 
des  coordonnées  rationnelles. 

Supposons  que  la  courbe  (i)  admette  ni  —  3  points  simples  ration- 
nels. Si  nous  assujettissons  la  courbe  (2)  à  passer  par  eux,  elle  aura 
la  forme  suivante  en  coordonnées  non  homogènes  : 

À,  M",  I  ./■.    )■  I  --    \-,  ^'.,{  .r.  _)■  )  =  o. 

Posant  W.2 :  4',  =  >.,  :  ■ —  y.,  =  /.  les  coordonnées  x,  ^^  dv  (i)  s'expri- 
ment en  (onction  rationnelle  de  /  nous  la  forme 

O)  -^  =  V~7  '        .'=7 — r' 

où  J\,  f-i,  J,i  sont  des  polynômes  entiers  en  t  à  coefficii  nts  rationnels. 
D'où  suit  le  théorème  de  Maillet  [!23,  c\  : 

II.    Lojsrp/e  la  courbe  (i)  CKhiiet  une  injiiiilé  de  poinis  ration- 
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Jiels^  on  les  obtieiil  tous,  à  un  nojn/tre  /i/ttifé  cVexceptions  jn'ès 
dues,  te  ras  échéa/it,  aux  points  doubles,  en  donnant  à  t  dans  les 
équations  (3)  toutes  les  valeurs  rationnelles  possibles  et.  éventuel- 
lement, la  valeur  t  =  co. 

Si  la  courbe  (i)  a  un  iiombro  limité  de  points  rationnels  (ce.  qui 
exige  m  pair  ^4);  eUt'  <'n  a  au  plus  jh  —  4  <^'ii  dehors  des  points 
doubles.  Si  la  courbe  est  directement  donnée  par  les  équations  (3), 
les  points  rationnels  s'obtiennent  par  la  même  règle  que  ci-dessus. 

On  voit  que  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  courbes  uni- 
cursales  reste  vrai  dans  un  domaine  de  rationalité  cjuelconque,  avec 
une  réserve,  bien  entendu,  pour  le  théorème  sur  la  conique 

a  X-  +  by-  -^  cz-  =  o. 

3.  Les  courbes  de  genre  1.  — ^  La  recherche  des  points  rationnels 
des  courbes  de  genre  i  est  beaucoup  plus  difficile  que  pour  les 
courbes  unicursales.  11  n'existe  pas  une  théorie  aussi  complète  que 
pour  celles-là.  Remarquons  d'abord  qu'il  n'existe  jusqu'ici  aucune 
méthode  générale  pour  reconnaître  si  une  courbe  de  genre  i  admet 
un  point  rationnel  où  non. 

On  doit  à  Poincaré  [29]  le  théorème  suivant  : 

I.  Une  courbe  f^  o  de  oenre  \,  qui  admet  un  point  rationnel, 
est  équivalente  à  une  cubique. 

(L'équivalence  est  définie  comme  pour  les  courbes  unicursales.) 
Pour  démontrer  cela,    considérons    les   courbes  adjointes  d'ordre 

m —  2  (mestl'ordre  de  f  =  o)qui  passent  par  les     ni{)>i  —  3)  points 

doubles  et  avant  un  contact  du  second  ordre  avec  /'=  o  en  le  })oint 
rationnel  donné.  Ca'S  adjointes  serotit 

^'1  9  I  ~1~  ^'2  ?2  ~T-  .  .  .  -f-  A/„ — :5  Cp;„_^  =  O, 

OÙ  les  cp/  sont  des  polynômes  homogènes,  d'ordre  m  —  2,  à  cocflî- 
cients  rationni^ls.  Si  l'on  donne  aux  X  des  valeurs  rationnelles,  les 
adjointes  couperont  /::=  o  en  un  groupe  de  m  —  3  points  molnles, 
tels  que  toute  fonction  symétrique  de  leurs  coordonnées  soit  ration- 
nelle. Par  un  de  ces  groupes  de  m  —  3  points  et  par  les  points  doubles. 
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nous  pouvons  faire  passer  une  Infinit*'  de  courbes  d'ordre  m  —  2, 
dont  Téquation  générale  sera 

où  les  a  sont  des  arbitraires  et  les  ^^  des  polynômes  homogènes, 
d'ordre  m  —  2,  à  cocfilcicnts  rationnels.  Alors,  lu  courbe  /'=:^oest 
transformée  en  une  ru bicpic  par  la  transformation  birationnelle  à 
coefficients  rationnels 

I'  :  V  :  .r  =  n\  :  M^,  :  W,. 

Il  suftil  d;)nc  di-  c  nsidérer  les  cubiquc^s.  Quand  on  connaît  un  ou 
plusieurs  points  rationnels  d'une  cubique,  on  peut  en  trouver  d'autres 
par  l'un  des  trois  procédés  suivants  (Lucas  [!2!2,  ^|)  :  1"  Si  P,  est  un 
point  rationnel  de  la  cubique,  la  tangente  en  P,  rencontre  la  courbe 
en  un  autre  point  rationnel.  Cependant,  lorsque  P,  est  un  point  d'in- 
flexion, cette  méthode  est  en  défaut.  (Cette  méthode  a  été  donnée  en 
forme  algébrique  par  Cauehy  [2].)  2"  Si  P,  et  P^  sont  deux  points 
rationnels,  on  obtient,  en  généi'al,  un  troisième  point  rationnel  en 
prenant  l'intersection  de  la  sécante  P|  P.2  avec  la  courbe.  3"  Si  l'on 
connaît  cinq  points  rationnels,  on  obtient,  en  général,  un  sixième 
point  rationnel  en  prenant  le  point  d'intersection  avec  la  courbe  de  la 
coni([ue  passant  par  les  cinq  points;  on  peut,  d'ailleurs  supposer  plu- 
sieurs de  ces  points  réunis  en  un  seul  et  en  particulier  tons  les  cinq 
réunis  en  un  seul. 

Ces  résultats  sont  aussi  valables  pour  les  ciibi(pies  unicursales. 
Quand  la  cubique  est  du  genre  1,  on  peut  interpréter  les  deux  pre- 
mières métbodes  analjtiquement  de  la  manière  suivante  (Poincaré 
[29],  llurvvitz  [14])  :  A  cha({ue  point  de  la  courbe  est  attaché  un 
argument  elli|)tique  ii,  que  nous  pouvons  supposer  choisi  de  telle 
façon  que  la  somme  des  arguments  de  trois  points  en  ligne  droite  soit 
nulle.  Cela  posé,  soit  P,  un  point  rationnel  dont  l'argument  ellip- 
tique soit  «,.  La  tangente  en  P,  coupera  la  cubique  en  un  point 
rationnel  P^  dont  l'argument  ser.i  —  2W|.  La  tangente  en  P.2  donnera 
un  troisième  point  rationnel  P.,  d'argument  ,\ut.  La  droite  P)  P3  cou- 
pera la  cubique  en  un  point  rationnel  d'argument  —  5ifi.  Ainsi,  tous 
les  points  d'arguments  (3//  +  i)"i;  ^'^'^'^  "  entier  quelconque,  seront 
rationnels.  En  général,  en  partant  de  p  points  rationnels  initiaux 
d'arguments  i/i,  u>-  •  ■  -,  l'p,  on  déduit  par  cette  méthode  les  points 
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ralionncls  trargiuncnls 

où  wi|,  ni2,  ..  .,  lUp  sont  des  nomljr<'>  entiers  Icls  que  leur  soniiue 
soit  ^i(iiiod  3).  G'.'peniiaiit,  on  ne  connaît  aucune  mélhoile  géné- 
rale ]iour  reconnaître  >i  ce  proc^édé  donne  nue  infinité  de  |)oints 
rationnels  ou  non. 

On  sait  qu'une  cubique  peut  être  translorniée  hiralionnellemcnt  en 
une  cubicjue  de  la  forme  normale  de  W  eierstrass 

Si  la  cubique  admet  un  |)()int  rationnel,  on  voit  aisimont  ([ue  la  trans- 
formation pent  être  choisie  de  telle  façon  qu'on  lîc  cpiilte  pas  le 
domaine  de  rationalité  des  coefiiclents,  donc  : 

Tï.  Une  cubique  qui  admcl  un  jxiini  ralioniiel  <-sl  ('quivalente 
à  une  cuhit/uc  de  la  foiine  (i)  à  coefficieuls  rationnels. 

(Le  point  rationnel  corres[)ond  ici  à  x  =  x.j  Pour  la  cubique  (  i), 
on  a  la  représentation  elli|)tl([ue 

./■  =  p{  Il  ).         y  =  j)'(  II). 

Supposons  que  la  cubi(|ue  admette  les  points  rationnels  darguments 
//i.  U2.  .  ■  ■  1  u p.  Alors  tous  les  |>oiiil>  d'arguments 

/Hi  tii  -f-  ;//:•  U.2      .  .  .       1)1  ji  II f, 

sont  rationnels  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  //? , ,  di^-  •  •  -,  '"^• 
Car  la  formule  d'addition  de  la  fonction  p(?<)  montre  (pie  jj(m//), 
///  entier  quelconque,  est  une  fonction  rationnelle  de  p{  u)  et  p' {u)  à 
coefficients  rationnels.  En  général,  on  aura  ainsi  une  infinité  de 
points  rationnels,  sauf  dans  le  cas  où  tous  les  arguments  ;^i ,  î/o,  ...,  Up 
sont  des  parties  aliquoles  d'une  période  de  p(u). 

Mordell  [!2i,  e]  a  dénnjntré  le  théorème  très  important  : 

111.  //  existe  un  système  d' un  nombre  fini  de  points  rationnels 
fondant  "ntauxd\u\mime)ils  «,,  ^/.j,  ...,  ;</,,  tel  que  tous  les 
points  rationnels  de  la  cubique  (i)  soient  donnés  par  les  Jormules 

.jc  —  p{nift(i\-/ii,iio~\----       iiij,ii,,). 
y  z^  p' ( /tl  I  llf     .'  //I>'l,'i    ■  ■  ■    ~  'Il /)  "/,  ): 
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OÙ  fiif,  //?2,   •  •  -,  'fip  pieiincul  loiilrs  les  valeurs  eut  ières  possibles. 

Ce  théorème  est  ('vident  lorsque  la  cubique  n'a  (jirun  nombre 
limité  de  points  rationnels.  S'il  v  en  a  une  infinité,  il  est  clair  qu'on 
peut  choisir  d'une  infinité  de  manière^  le  sy>tème  des  points  fonda- 
iiientatix.  On  peut  choisir  le  système  tel  que  le  nombre  p  soit  aus.^i 
petit  que  possible.  CiCtte  valeur  minima  du  nombre  /;que  I^oincaré  a 
appelé  le  van  g  de  la  cubi([ae  est  évidemment  un  clément  très  impor- 
tant de  la  classification  des  cubiques. 

La  démonstration  de  INTordell  repose  sur  le  fait  que  la  cubique  (i), 
dans  le  cas  où  elle  admet  le  point  rationnel  (à  dislance  finie),  j?  =  c, 
y=zd,  est  écpuNalenle  à  la  quarlique 

où  cl-  =  \c^  —  i'jC    -  ^'.i  et  e  =  i,'.,  —  '.\<'^.  En  effet,  les  deux  courbes 
sont  liées  par  la  transfornialinu  birationnelle  à  coefficients  rationnels 


L'   problème   de   r(''soudre   l'equalioii   (i)   eu   uond)res  rationnels  est, 
ain>i  é([ui\alent  au  problème  de  résoudre  en  nombres  entiers  ,r,  )•,  3 
[x  el  y  premiers  entre  eux),  l'équation  indéterminée 

(■1)  ./••  —  l'''\y  —  '/•'■.'■' — r.i\'- — •'>\»'' ~  /--, 

où  les  nond)!es  />,  r/^  '•  ■'^1  f  sont  entiers.  Supposons  d'abord  que 
l'équation  0^  —  />0  '  —  qO-  —  rO  —  s  =  o  n'ait  pas  de  racine  ration- 
nelle; 0  est  alors  du  second  ou  du  quatrième  degré.  Le  côté  gauche 
de  (2)  est  le  produit  de  x  —  9}-  et  x'-^  —  (0  — y>)^-  +  .  .  . .  Puisque  ces 
nombres  n'ont  ([u'un  noud)re  fini  de  diviseurs  idéaux  communs  dans 
le  corps  algébrique  K(_0),  l'équation  (2)  entraîne 

OÙ  ^  et  W  S(uit  des  idéaux  dans  K(  0),  dont  le  premier  ne  prend 
(pi'un  nombre  fini  de  valeurs.  Cette  équation  conduit  à 

/n 

où  Cj  est  l'un  d'un  nombie  fini  de  nombres  algébriques  entiers,  où  ni 
esl   l'un  d'un  nombre  fini  de  nombres  entiers  ordinaires,  et  où  c  est 


lO  T.    NAGELL. 

un  nombre  algébrique  enlier  de  la  forme 

,'  ==  a  -:-  6  0  — c02+  f/03. 

avec  rt,  6,  c,  <:/,  entiers  rationnels.  Si  Féquation  (3)  admet  une  autre 
solution  a^o,  J'y,  on  aura,  par  multiplication, 

in-'-ix—  Oj-jf  ,ru—  6  Ko  )  =  (A  —  li  0  —  CQs—  Df):;  )2. 

De  celte  équation,  Mordeli  déduit  une  nouvelle  solution  r,,  y,,  ;,  de 
l'équation  (2),  où  X\  et  j-,  sont  des  fonctions  linéaires  de  A,  B,  C 
et  D.  Les  solutions  x^  y,  -■  sont  exprimables  en  fonctions  ralionnelles 
à  coefficients  rationnels  de  ^r, ,  y,  el  z^  ;  on  a  ainsi 

(4)     .z- =  Rj(jr,,  j,.  ::,  ),         j- =  R,(\r,.  j-|.  ::|  ).  j  =  l-î.i  .r, .  j-, .  ;,  ). 

En  désignant  par  M[|  jr  j,  \y  []  le  plus  grand  des  nombres  j  ^  |  et  \j-  \, 
il  résulte  de  ces  relations  entre  les  deux  systèmes  de  solutions  que 


où  k  est  une  constante  positive,  cpi'onpeul  détcrminei'  si  l'on  connaît 
une  solution  initiale  a?,,,  j)'o  de  toutes  les  équations  (3).  Pour  toutes 
les    solutions    avec    M[|j"|,  |  )'||>A"-,    on    a    alors    pDur   la    solution 

dérivée 

M\\x,\,  Ij-,  |]<M[].z>,.  iji]. 

Puisqu'il  n'y  a  qu'un  nombre  lini  de  solutions  avec  M  [  j  a:  j ,  |  v  |  ]  <<  /  -, 
il  résulte  que  toutes  les  solutions  de  (2)  peuvent  s'exprimer  en  fonc- 
tions rationnelles  d'un  nombre  fini  entre  elles.  Plus  précisément,  oa 
aura  de  proche  en  proche  toutes  les  solutions  possibles  par  un  nombre 
fini  de  systèmes  (4)  en  partant  d'un  nombre  fini  de  solutions  «  fon- 
damentales »  x^,y^,  z-i.  C'est,  en  réalité,  la  même  méthode  que  Fermât 
a  appelé  descente  injinie,  et  dont  il  s'est  servi  pour  déuiontrer  l'im- 
possibilité de  l'équation  indéterminée  x'' — y''^z-;  pour  cette 
équation,  on  aura,  en  effet,  /.=  i . 

11  est  facile  d'interpréter  ce  résultat  géométriqueuient  :  en  effet, 
soient  Pi,  1*2,  .  .  .,  Pp  les  points  rationnels  de  la  quartique  qui  cor- 
respondent aux  solutions  fond.imentales  de  l'équation  (2). 

En  posant  t  =  —  e/  r;  =  -- >  nous  aurons  la  quartirpie  sous  la  forme 
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Considérons  les  ctniques  adjointes,  qui  sont  ici  les  paraboles 

Elles  CDupeal  la  quarliqiie  on  quatre  points  nvnbiles  en  dehors  du 
p.iint  mulliple  à  Tiiifini.  Faisons  la  parabole  passer  par  tr*)is  des 
points  P,-,  alors  elle  coupera  la  quarlique  on  un  quatrième  point 
niliounel,  soil  P;,^i  ;  on  peut  aussi  supposer  deux  ou  tous  les  trois  de 
CCS  points  confondus  vn  un  seul.  En  ajoutant  maintenant  P/j+i  aux 
autres  points  et  en  continuant  le  mémo  procédé,  on  aura  do  proche 
on  |)roche  tous  les  points  rationnels  de  la  courbe.  En  passant  de 
Técpiiition  (2)  à  la  quartique,  les  systèmes  (4)  seront  remplacés  par 
un  nombre  (ini  de  sNstèmes 

(G  I  ?  =  l'(  ;|.   T,|  ).  T,  =  Gl  Ç|.   r,|), 

où  Tel  Gs' nt  des  fondions  rationnelk'S  à  coefficients  rationnels  de  Ij 
(i  0,.  Ces  formules  de  récurrence  donnent  tous  les  points  rationnels 
en  partant  dos  points  rationnels  fondamentaux  ;i,  rj, .  Il  est  très  remar- 
quable que  le  procédé  i^éométriquo  ci-dossus  a  déjà  et»'  donné,  en 
langage  algébrique,  pai'  h'ermat  [8],  et  plus  lard  par  Euler  |7,«], 
pourtant  sans  qu'il  a  j)u  montrer  que  cotte  méthode  résout  complè- 
tement le  problème,  il  a  même  ])arlé  de  solutions  jnimillvr.s,  qui 
sont  indépendantes  lune  de  l'autre.  Ainsi,  il  a  donné  six  solutions 
primitives  de  l'équation 

>•■-  =   .1:'*  -r  4  X'-''  —  10  X'-  —  10  X    —  l. 

11  serait  très  intéressant  de  reconnaître  si  ces  solutions  font  un  sys- 
tème fondamental  au  sons  de  Mordell. 

(hiand  on  transforme  la  cpiartiquo  en  une  cubique  de  la  forme  (i), 
la  parabole  (5)  sera  transformée  en  une  autre  parabole  qui  coupera 
la  cubique  en  quatre  points  d'arguments  //,,  ?rj,  w-i,  //-,,  dont  la 
somme  doit  être  égale  à  une  période  de  la  fonction  ))(  u).  11  suit  de  là 
facilement  l'inlerprélation  analytique  ilu  résultat,  donnée  par  le  théo- 
rème III.  .Jacobi  I  lo]  a  déjà  donné  une  interprétation  en  langage 
elliptique  des  résultats  de  Fermât  et  Euler  ci-dessus. 

Dans  lo  cas  où  le  côté  gaucho  de  l'équation  (2)  a  un  fadeur  x  --  ay. 
avec  a  rationnel,  on  arrivera  au  même  résultat  par  une  méthode  ana- 
logue; c'est  toujours  une  descente  infinie  qui  conduit  au  but. 

L'analyse  de  Mordell  montre  l'existence  d'un  système  fondamental 
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d'un  nombre  fini  de  points.  _Mais  elle  ne  donne  piis,  en  général,  un 
procédé  pour  etTeetivement  déterminer  un  tel  système.  Pour  cela,  il 
fallait,  en  effet,  connaître  un  certain  nombre  de  solutions  de  l'équa- 
tion (3)  ou  bien  de  l'équation  (2).  Or,  nous  n'avons,  même  pour  une 
cubique,  aucune  uiéthode  générale  pour  reconnaître  si  une  courbede 
genre  1  admet  un  j)()int  rationnel.  La  tbéorie  est  ainsi  loin  d'être 
complète. 

Dans  le  numéro  suivant,  nous  allons  exposer  comment  on  a  pu 
pour  certaines  classes  d'é(piations  ré>ou(lre  le  problènK;  complè- 
tement. C'est  un  fait  très  remarquable  que  la  méthode  repose  dans 
tous  les  cas  sur  une  descente  infinie. 

On  ne  possède  aucun  moyen  généial  pour  déleiniiuer  m  une  courbe 
de  genre  i,  sur  lacjuelle  on  connaît  déjà  un  certain  nombre  de  points 
rationnels,  admet  une  infinité  ou  seulement  un  noudare  fini  de  points 
rationnels.  Seulement  pour  certaines  cubicpu's  et  quartiques,  on  a  |)u 
démontrer  l'existence  d'une  infinité  de  [)oint>  rationnels,  ainsi  (pie 
nous  allons  le  voir  dans  le  numéro  suivant. 

Poincaré  [-9J  et  Hurwitz  [14]  ont  énoncé  le  théorème  sui\anl  sur 
la  distribution  des  points  rationnels  sur  les  liranches  : 

TV^.  S  ti  pposoiis  qii'  une  cubique  adinct.lc  une  infinilr  de  /)0//i/s 
rai  lotiiicls.  A/ors,  il  y  en  aura  totijoiiis  une  infinité  sitr  loul  <n'c 
de  sa  Itranclie  inijxiiii'  el  sur  loul  aie  de  sa  Inanelic  yn/Z/v  si  celle 
dernière  en  admel  un. 

La  démonstralion  de  Ihuwilz  n'c-^t  pas  suffisante,  mais  facile  à 
compléter. 

Il  est  évident  (pie  tous  les  résultats  de  ce  numéro,  sauf  celui  de 
Mordell,  restent  encore  valables  dans  un  domaine  de  lalionalité 
([uelconque.  Cependant,  le  dernier  théorème  est  vrai  -eulement  dans 
un  domaine  réel. 

i.  Courbes  spéciales  de  genre  \.  —  Il  existe  un  grand  nondjre  de 
travaux  sur  des  cubiques  et  des  quartiques  spéci.des.  On  s'est  occupé 
surtout  des  éfpiatKuis  (|ui  ne  possèdent  qu'un  nond)re  hnulé  de  solu- 
tions. I*'ermat  et  Eider  en  ont  donné  les  premiers  exemples,  comme 
.x'-' -f- V '  =  1 ,  a?''  —1=)'-,  ....  Pour  la  bibliographie  complète  et 
détaillée,  Jious  ren\  oyons  h;  lecteur  à  l'Ouvrage  de  Dickson.  iNous 
pouvons  ICI   seulement   r(''sumer  les  résultats.  Commençons  avec  les 


l'analyse  indéterminée  de  degré  supérieur.  i3 

cubuiues.  Une  quoslion  se  po.sc  très  naUirellemenl  :  ÉlaiU  donné  le 
nombre  entier  n,  existe-l-il  une  cubuiue  qui  admet  exactement 
n  i)oints  rationnels?  Cette  question  a  été  traitée  par  llurwilz  [14]  et 
Levi  1^11.  Il  est  facile  de  construire  une  infinité  de  cubiques  n'avant 
aucun  point  rationnel.  C'est  le  cas  pour  les  courbes 

./•■  —  (■()  a  —  b  )y^  —  \)z'K 

où  a   est   un  entier  quelcontpie  et    où  b  =  ±2,    ±3   ou  =r=  4- 

Soit  donnée  une  cubique  qui  admet  exactement  n  points  ration- 
nels et  considérons  la  représentation  elliptique  par  la  fonction  p{ii): 
soit  i(  l'argument  d"un  point  'rationnel.  Si  «  =  i ,  on  a  ^/  =  o.  Si  la 
courbe  a  deux  points  rationnels,  il  existe  les  trois  possibdités 


//  =  o.  — 


où  0)  et  m'  désignent  une  paire  de  périodes  primitives,  cj  est  sui)posée 
réelle.  Si  n  =  3,  les  arguments  sont  donnés  par 


(0      ■>.  (O 


l>uur  //  :^  4.  on  a  les  trois  possibilités  suivantes 


•',  '^^-T^   -;      "■    7' 


Dans  le  cas  général,  les  7/  j>oiiits  sont  donnés  par  l'un  des  trois  sys- 
tèmes sui\ants  : 


„    = h    £   —  A    =   O.    1.    ■>. 

n  >.  \ 


Dans  le  premier  cas.  tous  les  points  sont  sur  la  branche  impaire  de 
la  courbe.  Dans  les  deux  derniers  cas.  il  y  a  ^  points  sur  chacune  des 
deux  branches.  Les  points  dont  1  argument  contient  la  (juanlite - 
sont  sur  la  branche  paire. 
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On  ne  sait  pas  jusqu'ici  s'il  existe  réellement  une  cubi([ue  qui 
admet  exactement  //  points  rationnels,  pour  n  arbitraire.  C'est  seule- 
ment pour  les  cas  de  /*  :=  i,  2,  3,  4  et  6  qu'on  a  pu  construire  de 
telles  cubiques.  Pour  /?  =  1 ,  les  résultats  les  plus  importants  ont  été 
trouvés  par  Legendie  [!20],  Lucas  [±1,  h\^  Sjlvester  [33],  Pépin [27,  «] 
et  Hurwitz  [14J  : 

//  /?')■  fi  (fuc  le  seul  point  ralioimel  (i,  —  i,  o)  sur  la  ciibi^/iie 

(I)  x-'^y^^Az'^, 

OÙ  A  a  r une  des  valeurs  suivantes  : 

3.      \'\.      i<S.      .)[.     ■>(■).     ')8.      H).     'J7,     76,     iitC), 

/'•    'zO'-î^    /''•    '/■-'■    <>/'-    i)q-    \)p--    \)</--    />(/■    />-'/-.    />/>h    '/'j'î- 

p  et  j>\  sont  ici  des  /lonibres  jnenu'efs  différents  i^  5(mod9),  et  q 
et  Çf  des  nombres  premiers  différents  h^  2(mod9).  Lorsf/ue  A  =  2, 
el/e  admet  exactement  les  deux  points  (i,  — 1,0)  et  (i,  1,1). 
Lorsffue  A  =  i,  elle  admet  exactement  les  trois  points  (  i,  —  i  ,0), 
(o.  1 . 1  )  et  (i ,  0,1). 

C  est  très  intéressant  d'observer  que,  dans  tous  les  cas,  la  démons- 
tration de  ce  théorème  repose  sur  une  descente  infinie.  Pour  illustrer 
la  méthode,  ])renons  l'exemple  où  A  =p  est  un  nombre  preuiier 
^  5(mod  9).  Dans  ce  cas,  si  l'on  suppose  x  et  ]■  premiers  entre  eux, 

z   doit  être  divisible  par  3.  Si  p  =  -( — '  +  \  — 3),  le  côté  gauche 

de  (1)  se  décompose  en  trois  facteurs,  x-\-y,  x-^py^  .r -+-  p-  )■,  qui 
sont  des  nombres  entiers  du  corps  (juadratique  K(p),  avant  le  plus 
grand  commun  diviseur  i  —  p.  Alors,  en  vertu  des  propriétés  du 
corps  K(p),  l'équation  (i)  entraîne 

(2)  .r—        j'=y/>(T'"', 

(   j;-  -f-  p   y  —  (i—  p  )  (  u  -h  (•  p   )^, 
(   ■/■  -:-  p-J'  =  (1  —  p-  )  (  If    -  (•  p-  )■', 

où  u,  c,  tr  sont  (le>  n(unbres  entiers  ordinaires,  //  et  v  premiers  entre 
eux  et  r  =^  ()(mod  3).  Les  équations  (3)  donnent 

./•  :=  ?/'-!-   ')  U-  (•  (i  ItC-  -'-   ('•', 
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donc  Jc  ~\-j-  ^=  9?'*'(  t'  —  u  ),  et  grâce  à  l'équation  (2), 

;m'(  i'  —  ?M  =  /Ml'-*. 

Les  nombres  u,  r  et  r  —  u  étant  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  il 
faut  que  les  deux  entre  eux  soient  des  cubes  et  qne  le  troisième  soit 
de  la  forme  pz^.  Il  résulte  donc  une  équation 

en  nombres  entiers  Xi,  t'i,  3,  diflérents  de  zéro,  de  la  même  forme 
que  (1),  mais  où 


■•^'i.ri  -I 


-,  'J' 


Or,  cela  conduit  à  une  coniradiction.  s'il  existe  une  valeur  minima 
de  I  .rj'z  I  qui  est  >  1  • 

Dans  les  autres  cas,  la  mélliode  est  tout  à  fait  analogue. 

(hiand  A  =  2,  il  y  a  deux  points  rationnels  d'arguments  o  et  —• 

Quand  xA.  =  I .  il  y  a  trois  points  rationnels  d'arguments  o,  —  1  ^• 

On  peut  ajouter  à  ce  théorème  le  résultat  suivant  qui  se  démontre 
aussi  à  l'aide  d'une  descente  infinie  (^ageIl  [!2o,  c]  )  : 

Soit  D  /tfi  iioDihre  entier,  positif  ou  négatifs  qui  n^est  divisible 
par  d'ai/tres  nombres  premiers  que  3  et  ceux  qui  ont  la  forme 
\im  -h  5.  Cela  posé^  la  cubique 

n  admet  que  le  point  ration  nel  x  ^=-  —  i,  in^io,  e?i  dehors  du 
point  à  r infini.  Cela  est  encore  vrai  pour  D  =  —  t  .  Pour  D  =  1 , 
elle  passe  encore  par  les  points  rationnels  x  =  2,  r  =  =t  3  et 
a:  =  o,  )'  ==:  ±  I . 

On  a  ici  une  infinité  àv.  cubicjues  iuéquivalentes  qui  admettent 
exactement  deux  points  rationnels;  les  arguments  sont  o,  — • 

Dans  le  cas  D  =  i,  on  a  six  points  rationnels;  les  arguments 
sont  o,  -,  w,  -  ',•> ,     oj,  -  w,  -  ',),  correspondant  a  .17  =  xi,  2,0,  —  i ,  o  et  2. 

Il  est  facile  de  montrer  que  la  cubique 
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nadiîiol  pas  d'autres  points  rationnels  que   ceux  dargunients  o,  —i 


M  lii   -H  (-0 

—  et 


On  connaît  aussi  un  certain  nomhrc  de  quai-tiques  de  la  forme 

au'*  —  0  =  r  y- 

qui  n'ont  qu'un  nondjre  limité  de  points  raliinmels.  Le  point  douiile 
à  l'infini  est  toujours  rationnid.  Fermât  a  donné  l'exemple 

x''—i=v\ 

qui  n'admet  que  li'S  points  r  =  =b  i .  Désignons,  pour  abréger,  les 
quartiques  de  cette  forme  par  (a,  b,  c).  Alors,  on  peut  résuuier  les 
résultats  les  plus  imj)ortants  comme  il  suit  ('  )  : 

Les  qiufflif/ues 

[\.  ijzi,    I).      (I.  zhi.  :).).      (i,  zh.'i,    i;.      (1.  A.   i).      (i.  — ,S.    i),      (i.  (1.   i\ 

(' I ,   r>.    1).      (I.  — iS.    I).      II.  9.7.    1).      (I.  — :>/[.   II.      h.  :'-i()S,    1), 

(  I .   ■")  ^.    I  ).      (  f .  —  ."il).    1  1.      (  'j.  ().    I).      (  'i.  —  ■>'.    I  I.      I  S.  ().    I  ). 

(  I ,  —  I .  /'  I.      II.  —  /)"  .    M.      11.  —  ].->(/}.      I  1 .  —  //'■'•.    1  ). 

OÙ  p  est  un  nombre  premier  iie?  3(uiod  8),  et  où  q  est  un  nombre 
premier  see  5(mod  8),  ne  peuvent  avoir  d\iulres  points  i-ationnels 
(à  distance  finie)  que  ^  =  dz  i  et  ,r  =;  o. 

La  démonstration  dépend  dans  tous  les  cas  d'une  descente  infinie. 
Prenons,  par  exemple,  la  quartique  x''  —  i  ^  py'-.  Le  prol)lème  sera 
de  montrer  que  l'équation 

1  \  I  ./•■'—)■■'  -=  J)Z- 

est  impossible  en  nombres  entiers  ^,  ]',  c,  sauf  pour  s  =  o.  On 
peut  supposer  x  e[  y  premiers  entre  eux.  Puisque  />^Œ3(mod8), 
;  doit  être  pair.  L'équation  (4)  conduit  à  l'un  ou  l'autre  des  deux 
systèmes 

(  6  )  ./'  zt  y  —  ■> pu-,  ./•  qz  /  =  -i  c-.  ./■-  H-  y-  =  ■•».  ir-, 


(^)  Il  est  facile  de  construire  une  inlinité  de  (juarliques  qui  iradinettent  aucun 
point  rationnel  ii  dislance  finie.  (>Vst  le  cas  pour  a:'  -h  1  =  py-,  si  p  est  un  nombre 
premier  de  la  (orme  '( /n  4-  3. 
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OU 
(G  )  •/•  =^  )■  =  ■>.  H-.  .1:  izz  y  —  '\pv"-.  ./-    -  }'-  =  ■>  "  '. 

(jù  les  nonibres  u,  c,  iv  sont  premiers  entre  eus  deux  à  deux  ;  k  et  iv 
sont  impairs.  En  éliminant  .r  et  >',  le  syslème  (5)  donne 

d'où  l'on  tue 

donc 

±  pu-  =  f/'  —  A*. 

équation  ini[)0ssil)li'  puisque  u  est  inq~>air.  I^e  système  (6)  donne 

d'où  l'on  tire 
donc 

'■/'*  —  //'  —  iz:  />(  7  r  )- 
ou  bien 

équation  de  même  Corme  que  {^),  mais  où  |  ;i|  <^  ;  |.  (  )n  aura  ainsi 
une  desrenie  infinie,  et  l'équation  (4)  est  impossible  parce  que  la 
méthode  s'applique  sans  exception  pour  tous  les  :;  =z=  o.  I*our  les 
autres  quartiques,  la  métbode  est  analogue.  Il  \  a  des  résultats  sem- 
blables ponr  un  petit  nombre  de  quartiques  de  la  torme 

./•'      (t  .1--    b  r^  c y- 
(PocUlington  [28  |). 

Il  existe  uneinlinité  de  cubiques  inéquivalenles  qui  ont  un  nombre 
infini  de  points  rationnels,  (k-la  résulte  du  théorème  de  Ilurwitz  [lij  : 

Soient  a^  h.  c  des  nmnbn's  enliers  positifs^  prcni/c/  s  r/ilrr  eus 
deux  à  deux  et  indivisildes  par  le  carré  d'un  nombre  premier  :  el 
soit  d  un  nombre  entier  (jueb:on<iite.  tiers,  si  c  > />  >  «  ^  1 ,  lo 
cuinque 

I  7  I  a  .r'-'  —  (f  y''  —  c  3  ■    -  d.ryz  -~  o 

admet  une  infinité  de  points  rationnels  si  elle  en  admet  ut}. 
Si  c  ^  I ,  et  si  la  cubiijue 

(  s  1  ./■•'      )■••  -i-  c  3"  -:-  dxyz  =  o 
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admet  trois  points  rationnels^  elle  en  admet  une  infinité.  Enjin., 
si  d  est  diffèrent  de  i ,  —  ?)  et  —  5,  r/  si  la  cabiiiuc 

i  9  )  .r^  --  y^  -!-  z^  -h  (l-''y:-  =  <> 

admet  (/iiati-e points  rationnels.,  (die  en  admet  une  in/initè. 

La  démonslration  prend  pour  [)oiiit  de  dé|)arl  le  fait  que  les  coor- 
données X\.i  )'( ,  C|  du  point  d'intersection  de  la  tangente  en  le 
point  a",  )',  :;  sont  données  par  la  formule 

./■|  ;   r,  :  C|  =  .AM^J'-'  —  <■  z'' )  :  }■(  c z-^ — r(  j- )  ;  z(  a  j-' — l»}'-^)- 

11  est  évidenl  qu'on  peut  dans  (^)  choisir  les  nombres  rt,  6,  c,  d 
d'une  infinité  de  uianières  tels  que  l'équation  soit  possii)le  en  nombres 
entiers  r,  y,  z.  Ainsi,  il  s'ensuit  ([ue  la  cubique 


admet  une  infinité  de  points  rationnels.  Pour  les  cidjiques 

.r3-4-  ri=.  Aô^ 

on  peut  uiontrer  qu'elles  ont  une  infinité  de  points  rationnels 
quand  A  a  l'une  des  ^aleurs 

(1,     7,     (j.      i>..      I  ").      17.      Il),     ■<().      ■>■>.      .>.(i,      mS.      io.      J7. 

(hiand  la  courbe  de  genre  1  a  une  infinité  de  points  lationnels, 
c'est  seulement  dans  un  petit  nombre  de  cas  qu'on  a  pu  résoudre 
complètement  le  problème  et  déterminer  un  système  de  points  ration- 
nels fondamentaux.  Lagrange  [17]  a  donné  les  premiers  exemples  en 
résolvant  complètement  les  équations 

■.>..r'^ — y*=^±z-  el  .^■'>    ,- S^k' =  ^-• 

Pour  donner  une  idée  de  la  mélbode,  considérons  l'équation 

(10  )  ■>../•' — J-'  =  --; 

X  et  )'  sont  stq^posés  positifs  el  premiers  entre  eux.  En  passant  au 
corps  quadratique  Kiy'a),  celle  équation  entraîne  (sauf  dans  le  cas 
de  X-  =y-  =  J  ) 
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OÙ  a  et  h  sont  des  entiers  (ordinaires)  premiers  entre  eux,  donc 

./;-  =  ( a  —  h ')'-  —  h-  c t         y-  =  ( a  —  }. h  i-  —  •■',  1O-. 

doù 

./■  =  f-  —  (i- .  a  =  c- —  (1- —  2  c</, 

±  r  =  r-  —  >  .y- ,  a  ~  —  'j  /-s  ±:  (  r"-  —  >.  s-  1  ; 

C  et  (/  sont  pi'eniiers  entre  eux,  ainsi  que  r  et  s;  on  a  ccl  =::  rs.  En 
posant  c  =^  kl^  dzz  [j.l^  r  =  kl  et  5  =  p.}.,  et  en  égalant  les  deux 
expressions  pour  «,  il  vient 


U.  /À  ±    4    ■>.  À' /'► 

"I)  7    =    ^V— /-:. 

A.  ■•>.  A-  -T-  /- 

On  tombe  ainsi  sur  une  nou\elle  solulion  ,r-,  ^  À,  Vi  =  /  de  l'équa- 
tion (10),  et  l'on  a 

(  ly.  )  ./■  =  k'-./-^  —  [-'--J'y.  — ^K  =  ^''J'i —  ■■','-'-'■"' ■'■f- 

où  /.■  et  jj-  (premiers  entre  eux")  sont  déterminés  |)ar  l'équation  (1  1). 
Puisque  x>>x^,  la  méthode  do  la  descente  infinie  s'applique  et  elle 
peut  s'appliquer  jusqu'au  moment  où  a:^  sera  =y'i  =  i.  Inversement, 
en  partant  de  cette  solution,  on  aura  de  proche  en  proche  toutes  les 
solutions  positives  à  l'aide  des  formules  (12)  et  (1  i).  Par  conséquent, 
a:  ^  I ,  )'  =  I  est  la  seule  solution  fondamentale  positive. 

On  peut  exprimer  le  résultat  comme  il  suit  :  tous  les  points  ration- 
nels u,  r  de  la  quartique 


>  Il  '  —  I  =  i'- 


s'obliennent  de  la  formule  de  récurrence 

11-^1  ■>,  //'f-T-  1)2—  I    ?<|  ±  (•|)2 


I  1  i  ) 


(  V.  Il  j  —  1  )-  —  :>.  Il -^  i  ifi±Vi)- 


en  commençant  avec  la  solution  u^  =:  ^•^zz=  i .  On  aura  ainsi  les  solu- 
tions (positives) 


?/  —  I  '},  C  =:  ■>'{()  ; 


]'y\'i  (i3i3j- 


On  a  en  mèuie  temps  résolu  le  problème  pour  la  cubique  équiva- 
lente 

s-  =  .'i^'-h  ■>.  t. 
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On  peut  pieiulre  comme  solulions  fondamentales  (,  =z  p{-\=:  o 
et  /o  ^  7-  Le  l'itng  de  la  cubique  est  égal  à  2. 

Lucas  [!2î2,  a]  a  poursuivi  les  reclierches  de  Lagrange,  et  avec  la 
même  métliode,  résolu  le  problème  complètement  pour  les  quar- 
liques 

(  j.  —  I.  3  I,      (  r,  ().  I  ).     (1,  —  ■{(;.  I  ),      (  I ,  —  I ,  •-'.  i  ),      I  r,  'U\.   1;,      (  (),  —  I,  «  ), 

(  ■{.  — I.  \>)     (I,  ■{.  I).     (  -l.  — '5.   1).     n,  — lA,  I),     (  ■).  — •-•..  I),     (1,  -il,  i), 

(1,  — G,  I),     (I.   >.  ■{  ),     (I,  iS,   11,     (  ().  — 8,   1).     (1.  — j-A,  1), 

r>~, — ••'.,  II.    n.  —  "i|.  I).    (i,-.». i(),  I). 

((7,  />,  c)  désigne  comme  ci-dessus  la  quarlique  ax^  -\-b=^cy^.  On 
a  ainsi  résolu  complètement  toutes  les  quarliques  (<7,  b,  c),  où  abc 
n'est  divisible  p;ir  d'autres  nombres  premiers  que  2  et  3,  Dans  tous 
ces  cas,  il  n'y  a  qu'une  seule  solution  fondamentale  positive. 

Pépin  [i^7,  b^c]  a  poussé  les  résultats  encore  plus  loin  en  résolvant 
complètement  les  cas  suivants  : 

(I.  7.   X),      (7.  — ■>,    ')).      (I.  :>.S.    I).      (I.  —  i'ïo.   i),      (I.  ■>.<),    1), 

.(5.  —  I,    i).      (S.  —■5,5),      (  ).  —  •{,■•2),      i/f.—A.'i),     (  3,  '^,  8  ). 

(  8.  —  "),  '5  ),     (  7,  —  ").  ■>  ).     (  I .  'i  j,   I  ).     (  !  'i.  —  I  1 .  •'.  ).     MI,  —  7,   I  ). 

Dans  le  dernier  cas,  i!  existe  deux  solulions  fondamentales  positives, 
savoir  :  a?  =:  1 ,  j' =;  2  et  ,r  =  2,  )'r=i3.  La  mélbode  est  toujours  la 
même  que  ci-dessus. 

Les  cas  que  nous  venon^  d'indiquer  sont  à  peu  prés  les  seuls,  où 
l'on  a  jusqu'ici  pu  déterminer  un  système  de  poiiit>  rationnels  fonda- 
mentaux d'une  courbe  de  genre  1 . 

Dans  ce  (|ui  précède,  nous  sommes  toujours  restés  dans  le  domaine 
de  rationalité  ordinaire.  (  )r,  il  faut  aussi  mentionner  un  certaui 
nombre  de  cas,  où  l'on  a  résolu  les  é(|uations  dan>  un  domaine  de 
rationalité  étendue.  Ainsi,  l'équation 

est  impossible  en  nombics  entiers  .r,  r,  •:.  du  corps  ([uadralique 
engendré  j)ar  0  =^  -(  -  1  -|- \/^  3  ),  sauf  pour, /')■:;  =:  o.  C'est  le  mènn^ 
cas  pour  l'équatiou 
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où  £  a  une  des  valeurs  i ,  p  ou  o-,  et  où  p  est  un  nombre  premier 
impair  ;^  2  ou  ^  5(mod9)  (Hurwitz  [I4J). 

Fuoter  a  démontré  le  théorème  suivant  [9]  :  u  J^our  que  l'équation 

(11)  ./-S  — J-3=::3  (./•(■3  =  l)) 

soit  possible  en  nombres  entiers  x .  r,  :^  d'un  eorps  quadratique 
K(^  — m),  m  positif,  et  m  ^  1  (mod.V),  il  faut  que  le  nombre  de 
(lasses  d'idéaux  du  corps  soit  divisible  par  3.  » 

Burnside  |1]  a  montré  comment  on  peut  résoudre  l'équation  (1  4  ) 
dans  une  inlinité  de  eorps  (juadratiques  à  l'aide  de  l'identité 

(  (i  Â-  r  -t-  I  !       \  —  ■)  (  I  —  i  A-^  )  I "       I  i  —  \  —  J I  1  -+-  -i  A  ■•  1 1  '■  =  0 . 

(  )n  peut  montrer  (jue  1  é(piation 

est  impossible  en  nombres  entiers  d\  )-,  ::  du  corps  K(y/-  i  ),  sauf 
pour  xyz  :::=  o  (^HilbcTt  I  l-j). 

5.  Les  courbes  de  genre  >1.  -  Les  résultats  sur  les  courbes 
de  genre  supérieur  à  i  ne  sont  pas  nombreux.  On  a  presque  exclu- 
sivement exauiiné  les  courbes  de  la  forme  (en  coordonnées  homo- 
gènes) 

a  x"  —  h  y"  =  c  z" , 

qui  sont  de  genre  >2  pour  //  >4-  L'équation  la  plus  sinq)le  de  celte 
forme  est 

(1  )  X"  —y"  =  z". 

11  est  bien  connu  que  Fermai  a  affirmé,  sans  démonstration,  que  celte 
équation  est  impossible  en  nombres  entiers,  sauf  pour  xj'z  =  o. 
Malgré  les  efforts  de  nombreux  mathématiciens,  ce  théorème  fameux 
n'a  pas  encore  été  démontré,' sauf  pour  des  valeurs  spéciales  de  ri. 
Puisque  un  fascicule  spécial  de  celle  Collection  sera  consacré  à 
ce  sujet,  nous  nous  bornons  ici  à  citer  le  résultat  principal  de 
Kummer  [16]  : 

L^ét/ualion  (1)  est  impossible  en  nombres  entiers  x^  y,  z^o 
quand  n  est  un  tiombre  premier  régulier. 
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Un  nombre  premier  p  est  régulier  quand  le  nombre  de  classes 
d'idéaux  du  corps  algébrique  engendré  par  une  racine  primitive/)'^'"* 
de  l'unité  est  indivisible  par/?.  L'équation  (i)  est  même  impossible  en 
nombres  entiers  de  ce  corps  algébrique.  La  démonstration  de  Kummer 
utilise  la  théorie  des  idéaux  de  ce  corps  et  repose  sur  une  descente 
infinie.  Tous  les  nombres  premiers  <  loo  sont  réguliers,  sauf  37,59 
et  67.  On  ne  sait  pas  s'il  j  en  a  un  nombre  infini. 

Maillet  [23,  a]  a  appliqué  la  méthode  de  Kummer  pour  démontrer 
l'impossibilité  d'un  grand  nombre  d'équations  de  la  forme 

{->.)  xl>-\- yi'  =  c  zi', 

OÙ  p  est  un  nombre  premier  régulier  >>  3.  Ainsi,  il  a  été  établi  les 
résultats  suivants  : 

L équation  indéterminée  {2)  est  impossible  en  nombres  entiers 
^  o,  si  c=p.  inie  est  impossible  pour  c  =  q^,  où  q  désigne  un 
nombre  premier  :  i"  quand  7*  h^  —  i  -f- c, /?(mod/>-),  (juel  que 
soit  p,  C|  étant  un  au  moi/is  des  nombres  1,  2,  ...,  p — i  qui 
dépend  de  p]  2"  qua/>d  j)  =  o^j  ou  17  et  r  =  q^  ^a  4{mod p'^); 
3°  quand  p=^  Il  et  c  =  7'' =  5  ou  47(mod  11'-);  4"  quand p  =  i^ 
t  c  =  7''  ^^  I  7  (mod  1  3-).    [J équation 


e 

x~  -~-  y"^  =^  q  z'' 


est  impossible  en   nombres  entiers  (/i/a/id  </  est  premier  et  d'une 
des  formes 

4y/vd='),      ±'1,      ~z'^,      ^-G,     —S,      ±9,      liz  10, 


—  I  "),     "ri(j,     — ■.<■>.,     zt  i)     ou 


•  .'! 


11  a  aussi  démontré  quelques  théorèmes  sur  l'équation  de  la  forme 

X"  -+-  y"  =  ni)  z", 

où  n  est  un  nombre  entier  composé  >4  [23,  b\. 

Dirichlet  [5|  et  Lebesgue  [19]  ont  étudié  l'équation 

OÙ  A  est   un  nombre   entier  n'ayant  aucun  facteur   premier    de   la 
forme  5  m  -}-  1 ,  et  ils  onl  démontré  le  théorème  suivant  : 

Cette  éqiiation  est  impossible  en  nombres  entiers  r,  v,  ::,  tels  qi/e 
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I  xyz  1^1,  quand  A  satisfait  à  Vune  des  congruences 

A  =±-i.  ±  3.  ±  4,  dz  j.  ±G.  ±  8.  ±9.  ±10.  ±11.  ±vi         (mod25). 

La  démonslralion  repose  sur  le  fait  que  l'équalion 

//  (   li'  --  10  II-  V-  -r-  j  (•'*  )   =    2"'  .  j"  .  \  (T'-'' 

est  impossible,  sauf  pour  u  :=  o,  ce  qu'on  peut  démontrer  aisément  à 
l'aide  d'une  descente  infinie. 

Pour  les  courbes  de  <;enrey>>2,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de 
transformations  birationnelles  de  la  courbe  en  elle-même;  leur  nombre 
est  au  plus  égal  à  84(/>  —  i)-  Ainsi,  en  partant  d'un  point  rationnel 
connu,  on  n'en  peut  déduire  qu'un  nombre  lini  d'autres  points  ration- 
nels à  l'aide  de  ces  transformations  {voir  Nagj  [î26]).  En  général,  on 
ne  peut  pas  d'un  seul  point  rationnel  donné  déduire  tous  les  points 
rationnels  de  cette  manière.  Car,  la  courbe  hyperelliptique 

possède  les  transformations  birationnelles  en  elle-même, 

y  =  V     J         \y  ^—y 

et  elle  admet  les   points   rationnels    (0,1),    («,2),   (11, 3).    qui    sont 
évidemment  indépendants  l'un  de  l'autre. 

Dans  tous  les  cas  où  l'on  a  pu  déterminer  tous  les  points  rationnels 
d'une  courbe  de  genre  >2,  on  n'en  a  trouvé  qu'un  nombre  fini.  Il 
semble  vraisemblable  qu'en  général  une  courbe  de  genre  >2  ne  peut 
jamais  admettre  une  infinité  de  points  rationnels. 

IH.   —    LkS    points    liNTlIiUS    DES   COURBES   AI.GKBR'QUES    PLANES. 

6.  Remarques  générales.  Les  résultats  de  Rung-e  et  de  Skolem.  — 
Les  courbes  sont  toujours  supj^osées  à  coeflicients  entiers  quand  on 
n'a  pas  dit  autre  chose. 

Il  existe  une  infinité  de  courbes  algébriques  qui  admettent  un 
nombre  infini  de  points  entiers.  En  effet,  on  peut  satisfaire  à  l'équation 

j.n  =  yn 
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en  posant  x  =  /'",  y  =  /";  chaque  valeui-  entière  de  /  donne  un  point 
entier  de  la  courbe  (^').  (  ]  oir  aussi  la  dernière  partie  du  n°  8.) 

De  l'autre  côté,  aux  n"*  2,  4  et  o,  nous  avons  fait  la  connais- 
sance d'une  inlinilé  de  courl)es  dont  le  nombre  de  [)oints  rationnels 
est  limité.  11  existe  ainsi  une  indnité  de  couibes  qui  n'ont  qu'un 
nombre  fini  de  points  entiers.  Il  est  facile  d'indif[uer  une  autre  caté- 
gorie de  courbes  jouissant  de  la  même  propriété  :  si  tous  les  points 
(réels)  d'une  courbe  sont  à  distance  (inie,  il  est  évident  (ju'elle  n'a 
qu'un  nombie  Uni  de  points  entiers,  et  l'on  peut  trouver  une  limite 
supérieure  des  coordonnées  de  ces  points.  On  peut  aussi  construire 
des  courbes  qui  n'admetlent  aucun  point  entier;  c'est  le  cas,  par 
exemple,  pour  les  courbes  x-  -f-  i  =  .5j"  [)uisque  —  i  n'est  pas  reste 
cpiadratique  de  3. 

Si  les  deux  courbes y(.r,  y)  -^^  o  et  '^{n-,  r)  =  o  sont  reliées  par  les 
équations  à  coefficients  entiers, 

./■  =  ((Il  +  hv  —  c.         .)■  ~  ci(   —  ch-  —  J\ 

el&ïf{x,y)  =o  n'a  qu'un  nombre  limité  de  points  entiers.  g{JCiy)  =  o 
jouit  de  la  même  propriété.  Si  ad  -  -  bc  ^^  ±  \ .  les  deux  courbes  ont 
le  uK-me  nombie  de  [)oinls  entiers. 

On  ne  connaît  jusqu'ici  aucune  méthode  générale  pour  reconnaître 
si  une  courbe  algébri((ue  donnée  possède  une  inlinilé  ou  seulement 
un  nombre  lini  de  points  entiers.  Maillet  a  donné  une  telle  méthode 
pour  les  courbes  unicursales.  (  loir  le  n"  H.) 

Dans  Ions  les  cas  connus  de  courbes  ajanl  une  infinilé  de  [)oinls 
entiers,  ce  sont  des  courbes  unicursales.  Très  probablemeni,  les 
couibes  de  genre  >i  nadmetleul  (juun  nombre  bmité  de  points 
enliers. 

Skolem  a  étudie''  la  disti-ibiition  des  |)()iiils  entiers  dans  Je  cas  où  il  v 
en  a  une  in(init<''.  Supposons  que  J"c([uati()n  F(a7,  j')  =  o  ne  soit  pas 
remplie  |iai-  nu  polynDiuc  ■]■  = /\x)  à  coef(icients  rationnels.  Sup- 
posons, (le  plus,  (pi  il  V  ai!  une  iiiliniti'  de  solulions  entière^  [)Osi- 
tives  X, 


(')   On  pouii'ail  aussi  [nciidn-  lo  cas  I  l'ivial   )'=_/'(  .r). 
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Cf'Ia  posé,  Sk(tl('ni  [32,  b\  a  nionlrô  (jiron  a 


lim   —  =  3c. 

'j  —  -y     V 


Ce  résultat  a  de  précisé  |)ar  Dr»ro(.  [6^  ,/.  A],  qui  a  lucuiticqu  i!  existe 
un  nombre  entier  positlt" ///  et  une  quantité  p()-.ili\e  a.  ti'lle  (|u  on  ail 
pi)ur  tous  les  v  sulli->aninient  ^lands, 

^        a 

j'-,^iii  —  .>'•)    >  ■''•/ . 

La  (lénionstralioii  r<'p(j>e  sur  l'étude  de  la  l'onction  al-él)ri(jue  corres- 
j  tondante. 

On  doit  à  Ruui^c  [30]  le  résulta!  suivant  : 

Soil  f{x,  }-)  une  fouclioii  cnlièrc  ralionnclle  et  irrédnctihle  à 
coefficients  entiers.  Alois.,  pour  cjiie  l'éiiiialion  J\x,  ))=:o 
(itbnette  une  infinité  de  solutions  en  nou\l>ies  entiers  x.  y.  il  faut 
que  les  conditions  suii-a/)tes  soient  rem  plies  :  i"  les  plus  liantes 
puissances  de  x  et  y  dans  f(x,  y)  doii'cnt  appartenir  à  des  ternies 
isolés  ax'"  et  hy"  :  2"  la  fonction  ali^éhriquc  y.  définie  par  l'équa- 

'H 

tion  f(x^y)  =  o^  doit  devenir  infiniment  grande  de  l'ordre  x" 
par  rapport  à  x.  Si,  dans  f(x^y),  x?  et  y^  sont  multipliés^  on 
doit  amir  no  ^  m<7<mn\  3°  la  somme  des  termes  pour  lesquels 
no  -^  niG  =  mn  doit  être  représentahle  dans  la  forme 


JI 


,/'>■. j-V-  ) 


ou 


1  1(^11 — ■d'^  )  est   la  puissance  d' une  fonction   entière  ration- 

f^  .      . 
nelle  11  réductible. 

Ajoutons  que  ces  conditions  ne  sont  ])as  suflisautes.  La  dt-mons- 
Iration  de  Run^c  s'appuie  sur  des  considérations  Mir  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  algél)rique  corresp(Midante  en  série  suivant  des 
|uii.ssances  fractionnaires  et  d(''çroissantes  de  x  (ou  àe  y)  autour  du 
point  à  l'inlini.  Skolein  j  3'2,  a\  a.  indépendamment  de  Runjic,  elahli 
le  uiêuK'  résultat  par  une  méthode  élémentaire  et  beaucoup  plus 
sim|)le.  Le  tlniorèuie  nous  donne  des  catc'-gories  très  ('tendues  d  équa- 
tions qui  n'ont  qu'un  nouihre  limiti'  de  solutions  en  nombres  entiers. 
La  démonstration  donne  en  même  temps  une  méthode  pour  déter- 
miner toutes  les  solutions. 
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[Ju  cnrollairc  très  linj)ortanl  est  le  ihéorème  suivant  : 

Soit  f{x^  y)  une  fonclion  entière  rationnelle  irréductible  à 
coefficients  entiers  de  degré  n.  Alors,  si  l'ensemble  des  termes  de 
degré  /?,  soit  cp„(x,  >).  ti^est  pas  la  puissance  cru  ne  fonction  irré- 
ductible, réquation  fix,  y)  =  o  ne  possède  {[u^ un  nombre  fini  de 
solutions  entières  x,  )'. 

Pour  démontrer  ce  ihéorènie,  Skolem  pose 

9„(  ,/■,    y)  =  ,-/,(  ./•.  J-)  ^^'■„^^,{.r.  y)^ 

OÙ  gp  et  gn-p  sont  deux  polynômes  homogènes,  premiers  entre  eux 
des  degrés  p  et  n  — y>,  et  à  coefficients  entiers.  Soit  d  le  [)lus  grand 
commun  diviseur  de  p  et  n — p.  Alors,  transformons  la  courbe 
/'(x,  j>^)=  o  par  Jes  écpiations 

en  une  autre  courbe  F(E,  r;)=:o.  Il  (.'st  facile  de  voir  que  la  partie 
homogène  du  [)!us  haut  degré  tlans  F(^,  r;  )  est  de  la  forme 

où  jj.  et  V  sont  des  nombres  enliers  positifs  et  À  un  nondjre  entier  ^  o. 
Il  résulte  de  là  qu'il  suffit  de  déuiontrer  le  théorème  pour  l'équation 

(0  ■f^''y"-^'-'-fn^i{-r.  y)  =  <^. 

où  fn-\    est    de  degré   //    -  1    à    coefficienis    enliers.   Sur    toutes    les 

branches  de  la  courbe  ou  le  cruotient  -  ou  le  quotient  -  doit  converger 

y-  X  '^  y  ^ 

vers  zéro.  A  cause  de  la  symétrie  par  rapport  à. /■  et  y,  il  suffit  de  con- 
sidérer le  premier  cas.  Supposons  d'abord  que  _/,j_i  soit  au  plus  du 
degré  n  — ■  v  --  i  par  rap[)ort  à  )'.  Alors,  l'équation  (  1)  peut  s'écrire 

y,.-.^  '""-'[-''^j ■   :    ^^v+i(./')  ,  .    A„__,(.r, 


où  les  [)oljnomes  A(f(.^),  à  coefficients  entiers,  sont  au  plus  de  degré  /. 
A  l'aide  de  cette  équation,  on  peut  exprimer  y"-"^+'' (j-  ^  o,  1 ,  y,  . . .) 
pai- J-//-V    \  ^  yri-v+2^         jg  1^  manière  suivante  : 

A,.  ./(■/■)  ,        A,- v-i-i  f-p)  „  A,.  ,;_](./•) 
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où  les  polynômes  A  onl  des  coetficu'nls  enliers.  En  se  procurant  un 
numln'e  suffisamment  grand  du  ces  ccjuatlons,  on  peut  éliminer  tou> 

les  cpiotienls  —5  où  /  <^  s  et  .ç  :=  1 ,  3,  .  .  . ,  /?  —  v  -  i .  Le  résultat 
de  celte  ('•liminalion   sera   de   la  forme 

(■À)  <'u,y"^^—  Cty"-'''+^  — .  .  .  —  Cxj-"-'+>'=  F(.r.   y)  -■-  R(  .r.   y), 

où  Co,  .  •  .,  C;,^  sont  des  ncunhres  entiers  dont  un  au  moins  est  y^-o. 
Fix^y)  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers,  cjul  est  au  plus  du 
degré  n  —  v  —  i  pjsr  rapport  k  y.  R(:r,  )' )  est  une  fonction  linéaire  de 

cerlains  quotients '—j  où  />.y(.v  =  o,   \,  2,  ...,  7i  —  '-'."')•  ^^^n^'ncl  ^ 

croît  indéfiniment,  le  nombre  R.(x,  ))  doit  donc  tendre  vers  zéro. 
Nous  pouvons  ainsi  trouver  un  nombre  M  tel  qu'on  ait  sur  la  branche 
considérée  |  R(.r,  y)  '  <^  1  pour  tous  les  ]  r  |  >>  M.  Dans  ce  cas,  l'équa- 
lioii(2)  est  évidemment  impossible  en  nombres  entiers  x,  )',  saut 
pour  R(  .r,  y)  =  o.  Or,  la  courbe 

(:„/"-■' -T-  (1|  j"'^''+i-;   .  .  .—  ilyy"-'''-^^—  V(  jr.   y) 

n'a  qu'un  nombre  (îni  de  points  communs  avec  la  courbe  (1).  l^ar 
consécjuent,  on  peut  troiner  un  nombre  INI,  tel  ([u'on  ait  pour  toutes 
les  solutions  entières  1  J^  |  <  M  1 . 

D'une  manière  analogue,  on  peut  traiter  les  cas  où  /n-\  est  d'un 
degré  >  /?  —  v  par  rapport  à  y.  Il  résultera  de  là  que  l'équation  (1  )  n'a 
C[u'un  nombre  limité  de  solutions,  c[ui  peuvent  toutes  être  trouvées 
[)ar  un  nombre  lini  d'opérations.  Par  une  im'-tliode  analogue,  on  peut 
d(''monlrer  le  théorème  de  Runge  dans  toute  son  extension. 

Pour  (bmner  une  idée  de  la  démonstration  de  Runge,  cinsidérons 
l'exemph:; 

rV)  ■  ./■"^^/,  ./•"-' -f-...—  rt„_,. A' +  «„=_;•'", 

où  les  a  sont  entiers  et  où  m  est  un  diviseur  de  //  et  ^  1 .  Le  côté 
gauche  ne  doit  [)as  être  une  puissance  /?i"""'^  d'un  polynôme  en  .r.  En 

dévcdoppant    en    série   suivant   des    puissances   croissantes   de  -.   on 

a  u  ra  (  '  ) 

y  ~=  .i:'?-    -  t'i  ./•;■■•"•     -  e,  -/•!■'•"-      ...  —  <',x  ■    ''<i.^\  ■'■    '    •   .  .  . , 

(')  <3uanci  ni  esL  pair,   on  doit  remplacer  _j'  par  ^y. 


28  T.    NAGELL. 

OÙ  ,a  :=:  —  Les  coeflicients  ci  sont  ralionnels.  Posons  pour  abiv'eer 

oi  J-)  ~  ./■';•'•       >' I  ./■'-'--i  -—...-+-  eu,, 

cl  soit  N  le  [)lus  petit  noinhrc  cnlicr  positif  tel  (pic  ions  les  noinl)res  Nr^/ 
soient    entiers.  Alors   il    v   a    un   nombre   ./„  Ici   (pion   ait.  pour   tous 

les  1  >r  I  >  jc„, 

(hiand  .r  est  entier  et  \x\'^  x^^^  on  doit  alors  avoir  y  =  o(  ./•  ).  Or, 
1  é(|ual  ion 

ne  |)cul  subsister  (juc  pour  un  nombre  lini  de  valeurs  ./•.  (  )n  aura 
ainsi  une  limite  supérieure  de  solutions  entières  de  (3).  Ainsi,  dans 
l'exemple 


./(       _      /•/<  — 1   _; 


./•    -  I  ^  y-         (  Il  pair  ), 


on  aura  lacilement  la  limite  |  ^  |  5;  2"~-. 

Maillet  [123,  d^  f\  a  donné  une  méthode  piaticpie  pour  calculer  une 
limite  supérieure  du  module  des  solutions  entières  dans  le  cas  spécial 
où  la  courbe  (de  degré  ii  )  a  /  asymptotes  réelles,  à  distance  Unie  et 
de  coetficienls  angulaires  distincts  et  rationnels,  et  n  —  k  asymptotes 
imaiiinaires. 

7.  Les  résultats  de  Thue  et  de  Siegel.  Les  méthodes  du  numéro 
précédeni  ne  suffisent  [)as  dans  le  cas  où  la  partie  homogène  du  plus 
haut  degré  dans  /'(a?,  j')  =  o  est  irrcductilde.  C  est  pourtant  le  cas  le 
plus  intéressant.  Pour  le  traiter,  il  laut  une  méthode  ])lus  effective  et 
des  ressources  plus  profondes.  Il  est  facile  de  voircpie  leprolilème  est 
intimement  lii'  aux  propriétés  des  nombres  algébri(jnes.  Considérons, 
en  effet,  la  coui-be  (à  coefficienls  entiers,  comme  toujours  dans  la 
suite  ) 

"  I  ■•?"'  •■'■•  y  ^  -  /'"^  ^-  f)  =  "■ 

de  degr(''  //,  où  o^,  est  un  polynôme  lunnogèue  iirédiictible  de  degrc; // 
cl   où  /„,  est    un  polynôme  de  degré  /n  <^  //  (  '  ).  Supposons  d'abord 

(')  \oiis  pouvons  faire  alislracl  ion  cln  ras  oi'i  toutes  les  rarin(\s  de  Icriualion 
'■i.Jx,  ij  =  o  sont  imaginaires.  Il  y  a  ainsi  loujoni-s,  au  moins,  une  asymptote 
réi'iic. 
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que  I  )'|  ^    X  |.  Alois,  il  existe  uni'  cousiante  Ci  tell(.'  ([ue 

./'/»!  ■'■•  .>■  )      C  r,     )•  '". 
pour  tous  les    )■    sufdsaninieiit  giands.  Posons 

Ç/,  (  .r.    r  )  ^  <•'  I    I  '  ■'■ — ?'J"'- 

Alors  il  résulte  de  l'équation  (1  )  qu'on  a  pour  l'un  au  moins  des  fac- 
teurs X  —  ;/y 

On  a  donc,  si  ;,  est  différent  de  ;, 

pour  tous  les  |  )' i  suflisauinient  grands.  L'équation  (1)  entraîne  ainsi 


(I     J-  —  c  )■     I  r 


donc 


Dans  le  cas  de  {j7|>-|r;,  on  aura  une  inégalité  analogue.  On  est 
ainsi  conduit  à  étudier  avec  quelle  exactitude  on  peut  approximer  un 

nombre  algébricpie  £  de  degré  n  \)Ar  des  nond)res  rati(u\nels  '-•  Si  l'on 

peut  démontrer  l'impossibilité  de  l'inégalité  (a)  pour  des  valeurs 
entières  suffisamment  grandes  de  |  j:  j  et  |j{,  ainsi  (pie  celle  de  l'iné- 
galité analogue  pour  ^  ^>  \r  |,  on  peut  en  conclure  (jue  l'écpiation  (i) 
n'a  qu'un  nombre  limité  de  solutions  entières  r,  )  . 

Axel  Thue  a  attaqué  cette  question  difficile  par  une  méthode 
vraiment  géniale;  ses  recherches  profondes  l'ont  conduit  à  une 
des   plus  belles  découvertes  de  la  théorie  des  nombres. 

En  elTet,  il  a  démontre-  le  tiiéorème  suivant  :  «  Soit  ;  un  nombre 
algébrique  de  degré  /i  ;  et  soient  c  et  ;  deux  quantités  positives  quel- 
coufiues.  Alors  l'inégalité 


(3) 


y 


i./i 
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n'a  qu'un  nombre   limité   de   solutions  entières  x  eV  y  [35,  rt,  f\.  » 
11  résulte  de  là  que  l'équation  (i)  n'a  qu'un  nombre  fini  de  solutions 

entières,  ûm  <^ i  .  Tliuo  s'est  contenté  de  prononcer  le  théorème 

dans  le  cas  spécial  de  m  =  o  :  L'équation  itidèlerminée 

■o„(  X,  y)  —  C. 

OÙ  c  est  un  nombre  entier,  ix' admet  qiC un  nombre  fini  de  solu- 
tions entières  si  /?>3.  Cela  reste  vrai  aussi  pour  \\\\  o,,  réductible, 
qui  n'est  pas  (à  un  facteur  entier  constant  près)  la  puissance  d'un 
poljnome  du  premier  ou  du  deuxième  degré  à  coefficients  entiers  ('). 
(  Voir  aussi  Maillet  [23,  e\) 

Siegel  [31,  <7,  b\  a  ensuite,  en  précisantla  méthode  de  Thuc,  montré 
qne  le  théorème  est  même  vrai  pour  l'inégalité 


(\) 


^--. 


où  [j.  est  la  plus  petite  valeur  du  nombre 

^r— p^+}.  j  pour  X  =  I,  9-,  3.  ..  .,  n. 

Le  nombre  (  -. 1-  /.  j  prend  sa  valeur  minima  quand  À  est  le  plus 

grand  nombre  entier  <  -  (y/4  n -\- \  —  i  ) .  On  a 


2  \  n  —  I  ^  !^  ^  \  4  "  ^^  J  —  I  ■ 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  prendre  c  =  1  et  de  sup- 
poser que  4  soit  un  nombre  algébrique  entier. 

L'idée  fondamentale  de  la  démonstration  est  l'établissement  de 
certaines  identités.  En  elFet,  on  démontre  d'abord  le  lemme  suivant  : 
«  Soit  t  un  nombre  algébricjue  entier  de  degré  «>  2.  Soient,  de  plus, 
/■  et  .s  deux  nombres  entiers  positifs,  .î<  ;?  —  1 .  Soit  enfin  o  <r  9  ■<  i  ; 

et  désignons  par  m  le  plus   giand   nombie   entier  <  i— —  — 0  '' • 

Cela  posé,  il  existe  trois  polynômes  F(j",  j'),  G(^,  y)  et  R(a^,  j'-) 
en  X  ety,  F  et  G  à  coefficients  enlieis  du  corps  algébrique  engendré 
par  il,  et  R.  à  coefficients  entiers  ratiouuels,  qui  remplissent  l'identité 

(')  Dans  la  suite,  nous  appelons  ce  résultai  «  Ihéorèmc  de  Thue  ». 
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suivante  : 


(x  —  'ç)'-F{x,y)-^{y—i)G(x,y)  =  R(>r,  j). 


F  est  au  plus  du  degré  m  en  x  et  du  degré  s  en  y.  G  est  au  plus  du 
degré  7n-{-7-  en  x  el  du  degré  s —  i  en  y.  R  est  au  plus  du  degré 
m  -h  r  en  X  el  du  degré  s  en  y.  Si  l'on  pose  pour  tous  les  nombres 
entiers  p  =  o,  1,2,  ...,/■  —  i, 

à9G(x,y) 
d9Ï\(x,  y) 

on  a  l'identité 

(x  —  ^)'-9Fp{x.y)-}-(y  —  l)Gp(x,y)  =  Rp(>,  jk). 

Enfin,  il  existe  deux  quantités  positives  Ci  et  C2  qui  dépendent  seu- 
lement de  ^  et  0  (et  non  pas  de  r  et  s)  tels  que  tous  les  coefficients 
de  F,  G  et  R  soient  absolument  <<  c[  et  tels  qu'on  ait 

I  Fp (-^7 .r) l< f 2 (i  +  1  -^^ I ,)'"       n -4- 1 j I y\ 

\Gp(x,y)\<ci,{i^\x\  yn+r-p  ( ,  +  1  jK  I  y-i . 

I  ^pi-^,  y)  I  <  c.^Ci-t-  \x  :)'"+'-?(  1  +  \y\y, 

pour  tous  les  x  el  y.  » 

Si  l'oQ  suppose  /•>  2  71-  et  Ô<  -5  on  peut  de  ce  lenime  tirer  le  résul- 
tat suivant  :  Soient^  et  —  deux  fractions  rationnelles  réduites  telles 
que  ç'o^f'i-  Alors  il  existe  un  nombre  entier 


et 


p  <  G  /•  H-  71 


2  <  r  — 


et  un  nombre  entier  positif  ('3,  ne  dépendant  que  de  ç  ^    de  0,  tel  que 
l'un  au  moins  des  nombres 


r^i  —  C;,  <^,       q.j 
soit  plus  grand  ([ue  i. 


yi 


E,=  c!iq'r'-q^^- 
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A  l'aide  de  ce  résultat,  il  est  facile  de  montrer  le  théorème  sur  l'iaé- 
galité  (4)-  Supposons,  en  effet,  que  cette  inégalité  ait  une  infinité  de 

solutions  entières  x  et  r.  Nous  choisissons  le  nombre  9  éeal  à  -— • 

De  plus,  parmi  les  solutions  de  (4),  nous  en  choisissons  une,  r  =/),, 

y^=q^^   telle  que  ^i  >  le   plus  grand  des  nombres  Ci  et  c^,  et  une 
autre,  x  =/>2,  y  =  q-i-,  telle  que 

(5)    '  qi>q7"'lqT^'- 

Enfin,   on  prend  r  éeal  au  plus  errand  nombre  entier  <  -sJl.  Gela 

posé,  on  montrera  facilement  que  les  nombres  E)  et  Ej  seront  tous 
les  deux  <^  i,  contrairement  au  résultai  précédent.  L'inégalité  (4)  ne 
peut  ainsi  avoir  qu'un  nombre  fini  de  solutions. 

On  doit  remarquer  que  la  méthode  ne  donne  aucun  procédé  général 
pour  effectivement  déterminer  les  solutions  de  l'inégalité  (4)  ;  elle  ne 
donne  aucun  moyen  général  pour  l'évaluation  d'une  limite  supé- 
rieure des  valeurs  absolues  des  solutions  j?,  y.  Gela  est  une  consé- 
quence de  la  supposition  (5). 

En  appliquant  le  résidtat  à  l'équation  (i),  on  aura  le  théorème  : 

I.   U équation  indètenninèe 

?„(  ./•,  y)  ^ fmi-r,  .r)  =  o, 

oii  cp„  est  un  polynôme  homogène  irréductible  de  degré  n>Z  et  oàfm 
est  un  polynôme  de  degré  m  <^  n  —  f-,  n^a  qu'un  nombre  limité  de 
solutions  entières,  x^y. 

Si  /i  =  3,  il  faut  que  m  =  o;  si  «  =  4i  ^  o'i  6,  on  peut  aussi  prendre 
m  ^  I  ;  si  n  :=  'y ,  o n  a  //?X  2  ;  si  //=  8 ,  on  a  ;?i  <  3 ,  .... 

Dans  un  nombre  de  cas  spéciaux  où  l'on  connaît  déjà  une  solution 
qui  satisfait  à  certaines  conditions,  on  peut,  en  modifiant  la  méthode, 
déterminer  une  limite  supérieure  des  modules  de  toutes  les  solutions. 
Ainsi,  Thue  a  démontré  le  théorème  suivant  [35,  A]  : 

IT.  Supposons  quon  ait  en  nombres  entiers  positifs  a,  6,  a,  (3, 
y,   /•,  où  r  est  la  puissance  d^ un  nombre  premier ,  /"^S,  les  rela- 
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tions 


h'V 


Alors,  si  l'on  a 


L  = 


'xa-j.')'- 


/•'■ 


/  a  X'' 


7a^ 

I  «/>'■ —  ^^'  i  ^  ^1 
loge  — logK 
-  logL 

o/>  />,  ^  e/  //  .vo/j^  des  nombres  entiers  positif  s,  n  >o  et  c  une  quan- 
tité positive,  il  faut  (jue 


fia  y.' 


h  'i'-i 


On  peut  pi\'iiilre,  par  exemple, 

a  =  I,         A  =  ij,  }•  —  ~ .         a  =  ),  "i  =  ■>,  v  =  u. 

Dans  ce  cas,  l'inégalité  (6)  est  remplie.  On  aura 

logK  =  '■),■>  j-jS^ioi  ..  .  ol         logl^  =  OjiSSGjSo.  .  . . 

Si  l'on  prend  r  =  i  o'",  on  aura  ;i>2,58  .  .  . .  Nous  pou\  ons  |)rendre  /i  =  3. 
On  a  donc  pour  tous  les  p  de  l'iiiéj^alilé 

\  J)~ I  7  </"     ^1  OOOOOD.  p  <  I  i>9  î. 

11  résulte  de  là  que  ()oui-  toutes  les  solutions  entières  x  de  l'équation 

x\  <  U^O^. 


on  a 


Siogel  a  aussi  généralisé  les  résultats  de  Thue  dans  une  autre  direc- 
tion. En  eOet,  en  étudiant  l'approximation  d'un  nombre  algébrique 

MllMORIAI.    )>i:.S    se.    MATII.    —    N"    3!K  2 
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par  un  aiUre  nombre  algébrique,  il  a  démontré  les  ihéorènies  sui- 
vants :  «  Soit  ;  un  nombre  algébrique  de  degré  Ji  >2.  De  plus,  soit  K 
un  coi'ps  algébrique  donné,  et  soit  l  la  racine  d'une  équation  de 
degré  d>2  à.  coefficients  appartenant  au  corps  K  et  irréductible  dans 
ce  corps.  Si  n  est  un  nombre  algébrique  ^  o,  nous  désignons 
parH(r;)  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  de  tous  les  coefficients 
entiers  rationnels  de  l'équation  irréductible  dont  a  est  racine.  Cela 
posé,  on  a 

1°   Soient  A  et  9  des  nombres  positifs  donnés.  Alors,  l'inégalité 

\^  —  r,\<  —- (o<s<r/) 

-^-+-5  +  0 

n'a  qu'un  nondjre  limité  de  solutions  n  en  nombres  |»rimitifs  du 
corps  K; 

2"  Si  h  est  un  nombre  entier  >  i,  l'inégalilé 


lier.)  ^•^■-'      ^ 

n'a  qu'un  nombr(;  limité  de  solutions  n  en  nombres  algébri(pies  de 
degré  /i  [31.  «].  » 

C  'S  résultats  conduisent  aux  théorèmes  suivants  sur  le  nondire  de 
solutions  de  certaines  écjuations  en  nombres  entiers  algébri(|ues  : 

Ifl.  Soit  K  i"  un  corps  algébrique  de  degré  A,,,  et  soit  U(.^,  y) 
une  forme  lioniogène  binaire  de  degré  d,  sans  facteurs  linéaires 
multiples^  à  coefficients  appartenant  au  corps  Ko- 

1°  Soit  K  un  corps  multiple  de  K^  du  degré  relatif  /i,  et  soit, 
de  plus, 

ff  y-  h{   ■ —    s).  {n\   s  =  -  (k   \<t  —  \  —  I  )  . 

\  s    ~  \  /  •>  • 


Désignons  enfin  par  \ix,y)  un  polynôme  qui  jouit  des  pro- 
priétés suivantes  :  son  degré  est  <^  d  —  //  ( h  ^  )  ;  ^^^  coeffi- 
cients appartiennent  au  corps  K,,  ;  //  n^a  pas  de  facteur  commun 
à  \}[x,y).  Cela  posé,  V équation  indéterminée 

\]\x.  y)  =.  \(  ./•.  y) 
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na  qu  an  nonibie  fini  de  solutions  en  nombres  entiers  x,  y  du 
corps  K; 

■>:'  Soit  d  >  h''  (^4^  +  -v'),  oii  s'  =\[  y'\d/io  +  i  —  I  )•  Dési- 
gnons par  V(.r,  y)  un  polynôme  qui  Jouit  des  propriétés 
suivantes  :  son   degré  est    <  ^/ — Am  ^7™  +  s' j  ;  565  coefficients 

appartiennent  au  corps  K,,  :  //  na  pas  de  facteur  commun 
àVi  {x,  y).  Cela  posé^  l'équation  indéterminée 

U(.r.  y)  ==  V(.r.  y) 

na  qu'un  nombre  fini  de  solutions  en  nombres  entiers  algé- 
briques X.  y  de  degré  ^  h. 

8.  Quelques  applications  du  théorème  de  Thue.  —  H  y  a  certaines 
(lassos  d'rqualions   indélernilnées   qui    |>eiivenl   être   réduites  à    des 

é(|ualions  de  la  t'ornic 

z,i(  ./•.  y  )  =  r. 

on  cp„  est  honi()i;èue  el  sans  facteurs  multiples  et  de  degré  >3.  Il 
résulte  ainsi  du  théorème  de  Thue  que  les  ('quations  proposées  n'ont 
(|ii'un  nombre  limité  de  solutions  entières. 

De  cette  mnnièie,  Thne  [33,^]  a  démontré  le  théorème  suivant  : 

I.  Désignons  par  V{x,y)  et  Q(^,  j)  deux  polynômes  homo- 
gènes à  coefficients  entiers  des  degrés  p  et  </,  respectivement^  P>  9 
et  py-i:  et  soif  P{x,y)  irréductible.  Cela  posé,  V  équation  indé- 
terminée 

(i)  Vi.r.  y)  =  0(./-.  y) 

na  qu'  un  nouibre  limité  de  solutions  en  nombres  entiers  x,  y. 

Supposons  ([uc  (1)  ait  une  infinité  de  solutions  x,y  et  posons 
./•  =  /.■;  et         y  = /tr^, 

où  'i  et  n  sont  premiers  entre  eux.  Alors  il  y  a  une  inlinité  de  solutions 
entières  H,  fi  de  lYMjUittion 

Or,    on    peut    trouver    deux    polynômes    homogènes    à    coc^fdcients 
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entiers  A(^,  yî)  et  B(|;,  r}),   tels  qu'on  ait 

A  (  Ç.  T.  )  P  (  ^  r.  )  _  B  ,  t.  r.  )  Q  (  ï,  rj  =  A  r/'. 

OÙ  /i  est  une  constante  entière,  différent  de  zéro,  et  r  une  conslante 
entière  positive.  En  combinant  cette  équation  avec  (2),  il  vient 

P  (.  ?.  -^1  )  [  V  (  ?.  r,  )  —  A/'-7  B  (  ï,  r,  )  ]  =  //  r/-. 

On  aura  ainsi,  pour  une  infinité  de  valeurs  entières  ^,  yî, 

où  /??  est  une  constante.  Or,  cela  est  impossible. 

Siegel  [31.  «]  a  montré  que  le  théorème  reste  encore  vrai  m  l'on 
remplace  dans  (i)  Q{x,  y)  par  0(x^  y).M(x,  y),  où  M(.r,  ))  est 
un  polynôme  (|)as  nécessairement  homogène),  à  coefficients  entiers, 

de  degré  m  ■< -•  Ip ^ 5  ),  où  5  est  le  plus  grand  nombre 

entier  <- (\/47>  +  1  +  i). 

Thue  a  aussi  appliqué  son  théorème  pour  établir  le  résultat  sui- 
vant [35,  i]  : 

II.  Soient  a,  /;,  c,  d  des  nombres  entiers^  tels  que  a^o, 
/'■-  —  ^ac  ^  o  et  d  ^  o.  Cela  posé,  C équation  indéterminée 

(3)  ay''--^bY  ^  c  =  d.r^' , 

où  n  est  un  entier  >3,  ii'a  qu^nn  nombre  limité  de  solutions. 

Landau  et  Ostrowski  [18]  ont  démontré  ce  théorème  indépendam- 
ment de  Thue  à  l'aide  de  la  théorie  des  idéaux.  11  suffit  de  prendre 
a  =  I .  Soit  oc  une  racine  de  l'équation  a-  +  ba  -|-c  =  o  :  supposons 
que  (X  soit  irrationnel,  et  soit  1 ,  o)  une  base  des  nombres  entiers  du 
corps  (piadratifjue  engendré  par  a.  Ah^rs  l'équation  (3)  entraîne 

(r  — ="-)  =  '»■  i", 

où  rt  et  j  sont  des  idéaux  du  corps  dont  le   premier  ne  prend  qu'un 
nombre  fini  de  valeurs.  Il  résulte  de  cette  équation 

où  (3  et  y  sont  des  nombres  entiers  du  corps  (pii  ne  prennent  qu'un 
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nombre  fini  de  valeurs;  a  el  r  sont  des  entiers  ordinaires.  En  prenant 
l'équation  conjuguée,  et  vn  éliminant  j)'',  on  aura 

'-^— —^  =  — '-^ •    =  fi  it.  ('  ), 

OJ   C'J  CJ  O)  ■ 

où  f{u,  e)  est  un  polynôme  homogène  à  coefficients  entiers,  de 
degré  /i>3,  qui  n'a  pas  de  racine  multiple.  Le  théorème  de  Thue 
s'applique  ainsi;  et  le  nombre  de  solutions  entières  de  (3)  est  limité. 
Si  les  racines  a  et  a'  de  y.-  +  by. -\- c  =  o  sont  rationnelles,  on  aura 

y  —  a  =  A//",  ;■  —  y.'  =  /i'", 

donc 

y.' —  X  =  A//" —  /(•", 

OÙ  A  et  /  ne  prennent  ([u'un  nombre  fini  de  valeurs.  On  aura  donc  le 
même  résultat. 

Mordell  [^i-,  (■]  a  aj^pliqué  la  théorie  des  formes  binaires  biquadra- 
tiques  à  l'équation  indélerminée 

(  4  )  A  .i---  +  B  .r  2  —  G  x  +  D  =  K  f-, 

où  tous  les  coefficients  sont  entiers,  A  ^  o,  et  où  le  polynôme  cubique 
n'a  pas  de  facteur  multiple.  Il  est  facile  de  voir  qu'il  suffit  de  consi- 
dérer l'équation  suivante 

(5)  (•-—  \  ?/■■■— A'. W/  —  A':;. 

OÙ  D"2  et  g\  sont  entiers.  A  chaque  solution  de  cette  équation  corres- 
pond une  forme  binaire  bi([uadratique 

(6)  \:*—{\u\''-\-'-       iiW-s  -  é-Y^^i:  u,  o,  —  »,  c,  e)(  X.  YjS 

où  e  =  g.i  —  6u-,  aux  invariants  ^2,  ^3-  Toutes  les  formes  binaires 
biquadraticjues  ayant  ces  invariants  se  divisent  en  un  nombre  fini  de 
classes,  c'est-à-dire  elles  se  dérivent  toutes  d'un  nombre  fini  d'entre 
elles, 

ax'> -^  .\hx-^y -X- iScr"^  y''-^  ^  fl  xy-^-'r- e  y*  ^=  [a,  A,  c,  d.  e  )  y^x.  y  )^, 

par  des  substitutions  unimotlulaires 

,r  =  yj  X  ^-  /•  Y,  y  =  </  X  -^  5  Y 
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avec  ps  —  '7'*:^=  '  •  Le  coefficient  de  X*  dans  (0)  e^l  égal  à  i ,  donc 
(  7  )  ap'^  —  4  bjr^  </  -r-  6  cp"-  q"-  -1-  \  dpq'  ^  eq'*=^i. 

Si  l'équation  (5)  possède  une  infinité  de  solutions  entières  ii,  r,  il 
existe  donc  une  é(|uation  de  la  forme  ('^  )  ayant  une  infinité  de  solu- 
tions entières  yy,  (j.  Or,  cela  est  impossible  d'après  le  théorème  de 
Thue.  Car,  le  côté  gauche  de  (7)  n'est  jamais  un  carré  partait, 
puisque  4?'^  —  ^2'^  "^ô':»  ont  toutes  ses  racines  différenles.  Il  résulte 
de  là  le  théorème  : 

m.  Si  la  courbe  (4)  est  de  genre  1,  elle  n  admet  qu'un  nombre 
fini  de  points  entiers. 

Mordell  [!2i,  d\  a  aussi  donné  une  autre  démonstration  de  ce  théo- 
rème. Considérons  léquation 

(  8  )  ./■•'  -i-  6.r-  -i-  c.r  -^-  d  =  K". 

où    le    côté    gauche    est    supposé    irréductible.    Soit   &    une    racine 

de  6'  H-  6  6-  +  cô  H-  r/ =  o.  Alors  l'équation  proposée  entraîne 

(9)  (.r  — 0)  =  a.i=, 

où  11  et  j  sont  des  idéaux  du  corps  cubicjue  engendré  par  0,  dont  le 
|»remier  ne  prend  (|u'un  nombre  fini  de  valeurs.  Si^r,  est  une  solution 
de  l'équation  (9),  on  est  conduit  à  une  écjuation 

OÙ  N  ne  prend  qu'un  nombre  lini  de  valeurs  entières,  il  résulte  de  là 
trois  équations  entre  .r,  a,  e  et  (V.  En  éliminant  .r,  on  aura  les  équa- 
tions 

'!>(  i(.  V.  ir)  =  N-,  «I>,  (  //.  r.  »v  )  =  o. 

où  ^  et  <I»,  sont  des  poljaiomes  homogènes  tpiadraliqurs  en  //,  e  et  (v. 
Les  solutions  de  la  dernière  équation  sont  données  par  les  formules 

Il  ^J\ip.   q  ),  C=/2(/>,   7),  \v  ^ /,.{/>.   q  ). 

OÙ  /, ,  /o,  /:,  son!  des  formes  binaires  (juadratiques  de  p  et  (/.  En 
introduisant  ces  valeurs  (ht  //,  e,  \v  dans  la  première  é(juation,  on  aura 
l'érpiation 

lM/>,   q)^  N'-, 
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où  F  est  une  forme  binaire  biquadralique  de  p  et  q  qui  n'est  pas  un 
carré  parfait.  Ainsi,  le  tliéorème  de  Thue  s'appli([ue.  Lo  cas  où  le 
côté  gaucho  de  (^8)  est  réductible  peut  être  traité  d'une  manière  ana- 
logue. 

Du  théorème  111,  on  tire  le  résultat  suivant  :  La  courbe 

a  .r*  -•-  bx^'  -+-  Cl'  M-  dx  -»-  e  =  )-, 

OÙ  le  côté  gauche  a  un  factt'ur  linéaire  rationnel  et  n'admet  aucun 
facteur  multiple,  n'a  (|u'un  nombre  limité  de  [)oints  entiers.  On  ne 
sait  rien  jusc[u'i(i  sur  le  cas  général  où  le  côté  gaucho  est  irréductible. 
D'une  manière  analogue,  on  peut  montrer  que  l'équalion 

A X-" -^  B ir" -h  G  =  y-         ( n  ^■>.) 

n'admet  ([u'un  nombre  limité  de  solutions  entières  si  le  côté  gauche 
n'est  pas  un  carré  parfait. 

Maillet  [23.  c|  a  donné  une  méthode  qui  permet  do  reconnaître  si 
une  courbe  de  genre  zéro  possède  une  inlinitè  ou  seulement  un  nombre 
fini  de  points  entiers.  En  efiet,  d'après  son  théorème  du  n"'  2, 
les  points  rationnels  (s'il  y  en  a  une  infinité)  sont  donnés  (à  part  un 
nombre  fini)  par  les  formules 

(10)  x=  \.       1         r=  -r-. — 1 

où   /", ,   f.2  el   /"s  sont  dos  polynômes  on  t  à  coefficients  entiers,   sans 
facteur  commun.  Supposons  (pie  y,  soit  du  degré  ?ii  el  posons 


f^ip,q)=r-f\f) 


Alors,  [)Our  déterminer  les  valeurs  rationnelles  de  /  =  -  pour  les- 
quelles .r  ot  )'  sont  entiers,  on  aura  à  résoudre  on  nombres  entiers 
l'équation  indéterminée 

OÙ  B  est  un  nombre  entier  positif  qui  n'a  qu'un  nombre  fini  do 
valeurs.  On  peut  ainsi  appli(juer  le  théorème  de  Thue  du  numéro 
précédent.  En  particulier,  on  voit  que,  lorsque  la  courbe  do  degré  n 
a  une  infinité  de  points  entiers,  /',  (^)  est  ou  bien  une  constante,  ou 
l)ion,  à  un  facteur  entier  constant  près,  une  puissance  «''""'"  d'un  polj- 
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nome  de  premier  degré  à  coefficients  enliers 

(II)  J\(J)   =   7.{Mt-^^)", 


ou  bien,  «  élant  [>air,  une  puissance  (  -  j        d'un  polynôme  irréduc- 
tible du  deuxième  degré  à  coefficients  entiers 

-  {12  )  J\  (^  )  =  a(  M  /2  +  N  ^  -f-  P  )- 

avec  IS^  ^ —  4MP  positif.  11  résulte  de  là  le  théorème  : 

IV.  Soit  une  équation  algébrique  indécomposable  f{x^  y)  =3  o 
de  degré  «  >  2  et  de  genre  o  à  coefficients  entiers,  cjui possède  une 
infinité  de  solutions  en  nombres  etitiers  x^  y  :  les  coordonnées  x,  y 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle^  à  coefficients  entiers^ 
de  la  forme  (10),  d^un  paramètie  t.  Les  conditions  suivantes  sont 
nécessaires  :  si  fi{t)  n'est  pas  une  constante,  f^  sera  de  degré 
n,  =  n  et  d'une  des  formes  (11)  ou  (12);  ilans  ces  deux  derniers 
cas,  les  solutions  {à  part  un  nombre  limité  pouvant  correspondre 
aux  points  doubles  et  à  t^co)  sont   données  par   des   valeurs 

rationnelles  -  de  t,  oii  />,  cj  sont  aussi  des  solutions  en  entiers 

d'une  des  équations 

(i3)  M/> -1- N  <7  =  ±  ,3,         ^\p"--^^pq       V(f-^±'^, 

respectivement,,  (3  étant  une  constante  qui  n^a  qu\in  nombre  fini 
de  valeurs. 

On  sait  résoudre  complètement  les  équations  (i3).  Quand  elles 
sont  possibles,  il  J  a  une  infinité  de  solutions  /?,  q.  Si  toutes  les 
équations  (i3)  sont  impossibles,  il  n'j  a  (ju'un  nombre  limité  de 
points  enliers.  S'il  y  a  des  solutions  />,  q,  pour  une  valeur  de  (3,  on 
aura  à  satisfaire  aux  conditions  simultanées 

f{p,q)^^i}     (  mod  1}  ),         fj  p,  g)  B^  o     (  iiiod  l>), 

OÙ  B  =  a|3"  ou  =  a|3-.  il  esl  éxideiil  (ju'on  j)eul  résoudre  ce  système 
par  un   nombre   fini  d'opérations.    On   peut  ainsi    reconnaître    si    la 
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courbe  admet  une  infinité  de  points  entiers  ou  non.  La  méthode  per- 
met aussi  de  déterminer  tous  les  points  entiers  de  la  courbe,  sauf 
dans  le  cas  où  f\(t)  est  la  puissance  d'une  fonction  irréductible  de 
degré  >3.  Dans  (^e  dernier  cas,  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  points 
entiers,  ain^i  qu'il  résulte  du  théorème  de  Thue;  ce  théorème  no 
donne  pourtant  aucun  moyen  pour  effectivement  déterminer  les  solu- 
tions. 

9.  La  représentation  d'un  nombre  entier  par  une  forme  binaire  de 
degré  >3.  —  Deux  formes  binaires  à  coefficients  entiers,  y  (.r,  r) 
et  <p(x',jk))  sont  dites  équivalentes  ou  de  même  classe  quand  elles 
sont  liées  par  une  transformation  unimodulaire 

.r'  =  a  .r  —  b  y,         y'  =  ex  —  r/ r, 

où  a,  6,  c,  d  sont  des  entiers  tels  que  ad —  ^c  =  it  i .  Deux  formes 
équivalentes  représentent  les  mêmes  nombres  entiers  pour  des  valeurs 
entières  des  variables.  D'après  le  théorème  de  Thue  du  n"  7. 
nous  savons  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  représentations  d'un 
nombre  entier  donné  quand  la  forme  est  irréductible  et  de  degré  >3. 

Le  nombre  de  représentations  d'un  nombre  entier  donné  est  le 
même  pour  deux  formes  équivalentes.  Dans  la  suite,  les  formes  sont 
toujours  supposées  irréductibles  et,  bien  entendu,  à  coefficients 
entiers. 

Lagrange  [17]  a  montré  comment  on  peut  réduire  le  problème  de 
résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

(I)  F(.r.  v)  =  N, 

où  F  est  une  forme  binaire,  à  coefficients  entiers,  et  N  un  nombre 
entier  différent  de  zéro,  au  problème  de  résoudre  en  nombres  entiers 
u,  V  un  certain  nombre  d'équations 

(■>.)  G(  u,  c)  =  I, 

où  les  G  sont  des  formes  binaires  à  coefficients  entiers  du  même 
degré  que  F.  En  effet,  supposons  pour  simplifier  que  ./  soit  premier 
à  N,  et  soit  Y,  une  racine  de  la  congruence 

F{i,y)=:0        (moclN;. 
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En  posant  dans  (i)  j'  =  xri  —  Ns,  on  aura 

où  les  G  ont  tous  leurs  coefficients  entiers.  Le  nombre  des  formes  G 
est  ainsi  au  plus  égal  à  IN. 

Ainsi,  on  peut  se  borner  à  l'étude  de  la  représentation  de  l'unité  par 
les  formes  binaires.  On  ne  possède  aucun  moyen  général  pour  recon- 
naître si  une  forme  binaire  (de  degré  >3)  donnée  quelconque  peut 
représenter  l'unité  ou  non.  So'il  f  (^x ^  y)  une  forme  binaire  irréduc- 
tible de  degré  n^Z^  et  soit  a  une  racine  de  l'équation^ (.r,  i)  =  o. 
Si  l'équation /'(j,  j^)  =  I  possède  une  solution  jr=.r„,  )-=)-o,  la 
forme  y  est  équivalente  à  une  autre  forme  g^  où  le  coefficient  de  .r'* 
est  égal  à  i.  En  eft'et,  on  aura  une  telle  forme  g  en  transformant  la 
forme  y  par  la  transformation  unimodulaire 

avec  .x\^d —  y^b^^  ±  i.  Si  le  coefficient  de  j?"  dansy(:r,  jk)  est  égal 
à  I ,  la  racine  a  de  l'équation  y"(^,  —  0  ^  *^  ^^^  "^  nombre  algébrique 
entier  de  degré  n.  Alors,  le  problème  de  résoudre  léquation 

J\j-,  r)=  I 

en  nombres  entiers  ^,  )- reviendra  au  problème  de  déterminer  toutes 
les  unités,  de  norme  i,  de  la  forme  x  +  a y  appartenant  à  l'anneau 
R(t,  a,  a-,  .  .  .,  a"~')  dans  le  corps  algébrique  de  degré  n  engendré 
par  a. 

Pour  obtenir  des  résultats  plus  précis  que  celui  de  Thue,  il  faut 
spécialiser  les  formes.  Les  formes  les  plus  simples  sont  les  formes 
cubiques  à  discriminant  négatif.   Dans  la  suite,   nous  désignons  la 

forme  cubique 

J'{  ./•-  y)  :=  ax'  +  bj:- y  -\-  cxy- --  (fy^ 

par  (rt,  /v,  c,  cl)  et  son  discriminant  par  D.  Quand  D  -<  o,  l'équation 
rtiP-'  -h  b.i'^  -^  ex  -\-  d  =  o 

a  une  seule  racine  réelle.  Dans  le  corps  cubique  engendré  par  cette 
racine,  il  existe  une  unité  fondamentale  ^,  o  <^  t  «<  i ,  telle  que  chaque 
unité  £  puisse  se  mettre  sous  la  forme 
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OÙ  n  est  un  entier  quelconque.  Il  existe  une  telle  unité  tondanientale 
[)Our  toutes  les  unités  d'un  anneau  donné  quelconque  du  corps. 

Le  premier  résultat  général  sur  ces  formes  a  été  donné  par 
Delaunaj  [3,  «,  b,  ci,  i.'  ],  qui  a  démontré  le  théorème  : 

I.   L'équation  indéterminée 

C'J)  .r'-'  --  (iy''=  I 

possède  au  plus  une  seule  solution  en  nombres  entiers  x,  )■  en 
dehors  de  la  solution  triviale  y  =  (»,  x  ^=\ .  Si  x  =  x, ,  )  :=  )-,  est 
une  solution,  le  nombre 

•^i-J'i  V  >' 

est  V unité  fondamentale    de  l'anneau  U(i,  \  d^  y  d- )  du   corps 

K(;/7/)('). 

I^our  démontrer  ce  théorèmo  il  suffit  de  aïontrer  que,  fi  étant  une 
unité  positive  de  l'anneau  R,  la  puissance  r^P^  où  />  est  un  nombre 
premier  quelconque,  n'est  jamais  de  la  forme  X  H-  Y^  </.  Une  unité 
positive  de  cette  forme  est  toujours  ■<  i .  Posons,  pour  abréger,  i  d  =  9. 
Si  ri  =  .r-|-  i'),  on  aura  à  démontrer  que  l'équation 

est  impossible.  En  effet,  elle  conduira  à 


Il  résulte  de  cette  équation  que  tous  les  fadeurs  premiers  de  )•  di- 
visent .r  et  inversement.  Or,  x  et  )•  étant  premiers  entre  eux,  on  a,  par 
suile,  ./■  =  —  I ,  )■  ^  1 ,  ce  qui  est  impossible.  Ainsi  y)  ne  peut  [)as  être 
de  la  forme  x-\-]-0;  elle  n'est  non  plus  de  la  forme  x-^  z6-.  Alors 
il  faut  que  r,  =  ./  -{-  ]-0  +  z9'-,  où  )■  et  z  sont  diflerents  de  zéro.  Si  n 
est  positive,  sa  norme  est  égale  à 

(  f\  )  N  (  r,  'l  =  X''  -h  c/.K'M-  (t-  z''  —  ■{  ft.r  VZ  =  i  . 


(')  On  peut  niùiiie  inuutrer  qu'il  est  l'unité  fonilanientale  du  corps,  ou  bien,  dans 
un  nombre  limilé  de  cas,  le  carré  de  l'unité  fondamentale.  {Voir  Nagell  [25,  ej.) 
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Soit  p  un  nombre  ])reniier.  En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  B- 
dans  TiP ,  on  aura  l'équation 

ix  -\-y^  -r-  zi)-)/'  =—  o{j:-\-yp{i  -f-  G0MJ2)/'—  p2(^.  ^jp-jQ  —  306')/', 

p  étant  une  racine  de  l'équation  p^  _|-  p  _|-  i  r=  o.  Si  p  est  de  la  forme 
6n  +  I,  cette  équation  peut  s'écrire 

:(x  -^  j-0  +  3  02 )/'  =  —  (  jr-p  —  j-p2  0  —  z.()-)/>—{xp'^-^yp<i  —  cO^)/'. 
Puisque  jy  est  impair,  il  résulte  de  là  que  le  nombre 

(Xp  -r-  fp-(i  ^  Zii-)  ^  (  X  p-  ^  yp^  —  zO-  )  = X  J  6  --  2  3  02 

est  une  unité  du  corps  ^(6^).  En  prenant  la  norme,  on  a  donc 

(■j)  —  X-'  —  dy-^  -r-Sd'-z'^—  (■)  dxy  z=±i. 

Or,  il  est  facile  de  montrer  que  cette  équation  est  incompatible  avec 
1  équation  (4)-  Donc,  nP  n'est  jamais  de  la  forme  X  +  A  9  quand 
p  =  6n  -\-i .  D'une  manière  analogue,  on  traitera  le  cas  de  p  =  6n  —  1 , 
ainsi  que  les  cas  de  ^  =  2  et  p  =  3. 

Par  conséquent,  si  n  est  l'unité  fondamentale  de  l'anneau  R,  la 
puissance  yj"  n'est  jamais  de  la  forme  j--hyB  lorsque  n^i  et  le 
théorème  se  trouve  démontré.  On  sait  ainsi  résoudre  complètement 
ré(}uation(3);  car  il  existedes  uiéthodes  (deMinkovski,  par  exemple), 
pour  déterminer  l'unité  fondamentale  d'un  anneau  quelconque. 

Ce  résultat  a  été  généralisé  par  Nagell  qui  a  montré  comment  on 
peut  résoudre  complètement  l'équation 

(G)  Ax^-^By^=  C, 

OÙ  C  a  une  des  valeurs  i  ou  3.  Sans  rien  prendre  de  la  généralité, 
nous  pouvons  faire  les  suppositions  suivantes  :  les  entiers  A  et  B  sont 
positifs  et  A>>B.  AB  n'est  pas  divisible  par  le  cube  d'un  nombre 
premier.   Quand  C  ^  3,  AB  n'est  pas  divisible  par  3.  Lorsque  les 

deux  corps  cubiques  engendrés  par  i/rr  et  \/ -^r  '^^^^^  identiques, 
nous  disons  que  les  deux  équations 

A.r3-T-B7»=  C;         et         A,./--- Hi/^'-^  <:, 

appartiennent  à  la  même  famille,  à  la  famille  du  corps  1^  (  \/ tt  )  • 


l'analyse  indéterminée  de  degré  supérieur.  45 

Cela  posé,  les  résultais  principaux  de  JNagell  peuvent  se  résumer 
comme  il  suit  [23,  e]  : 

II.  L'équation  (6)  possède  au  plus  une  seule  solution  en  nombres 
entiers  x.  )■,  dijfèrents  de  zéro.  Il  y  a  l'unique  excej)tion  pour 
l'équation 

■ix'^^y^  =  3. 
qui  possède  exactr/nent  les  deux  solutions  a7=)'^i    et  :r  =  4> 

Parmi  toutes  les  équations  de  la  mé?ne  famille,  il  y  en  a  au 
plus  une  seule  qui  est  possible  en  nombres  entiers,  sauj  pour  les 
familles  des  corps  K(^  2)  et  K(y/2o).  Dans  la  famille  du  corps 
K(^  2  ),  il  y  a  trois  équations  possibles,  savoir  : 

■2  j-'-'  —  y  —  i,        1  jr'  -T-  y-''  =  3        et         î  x'^-  -r-  j'-'  =  3 . 

Dans  la  famille  du  corps  K.(^  20),  il  y  a  deux  équations  pos- 
sibles, savoir  : 

■>()./:''■  — y^  =  i  et         5 x'^ -r- ■>. y-' =  'i . 

11  est  évident  que  le  problème  de  résoudre  l'équation  (6)  revient 
au  même  que  de  trouver  toutes  les  unités  positives  de  la  forme 

(7  )  -^  -  ^  l-^-  U  +r  V  B  ]'  =  i-^~x^-yt^^-^i-  -^-r-  î  ÂB^ 

dans  le  corps  Kly'^AB^  ).  Une  unité  de  cette  forme  est  toujours  <:^  1, 
sauf  dans  le  cas  yj  =  -[y  2  ^-  i  J'.  Nous  pouvons  laisser  de  côté  le  cas 
de  B  =  C  =  I .  Le  premier  but  de  la  démonstration  est  de  montrer 
que,  l  étant  une  unité  positive  <<  i  du  corps  K(^  AB^j,  la  puis- 
sance ^"'  n'est  jamais  de  la  forme  (7)  quand  m  est  impair  >i. 
Posons  A  =  ac-  et  B  =  bd'^,  où  a,  6,  c  et  d  sont  des  entiers  positifs, 
tels  que  ahcd  ne  soit  divisible  par  aucun  carré  >-  i .  Pour  simplifier, 
bornons-nous  au  cas  de  C  =  i .  Soit  n  "ne  unité  positive  <  i ,  et  con- 
sidérons l'équation 

(  ./•  \  ac-^-  j-  \  bd"-  y  —  r/'. 

où  j)  est  un  nombre  premier  impair,  p  ^^  ?>  est  évidemment  impos- 
sible. Si  nous  supposons  que/j  =  6m4-i,  il  suit  de  cette  équalioa 


46 


T.    NAGELL. 


3  /—  I        I         !■ 

que  y  r/  est  de  la  rorme 


£  =  V  T,  =  -(./•)  \  «c-  — _;-,  \  6r/2-r-  :;,  \  a-cb-il)\ 

e  est  donc  une  unité  dans  le  corps  du  neuvième  degré  i^(\/«c-,  ybd'^  ): 
et  en  prenant  la  norme  de  s,  on  aura  l'équation 

(H)  ./■'■]  (tr-  -\~y'\  0(1-^  z'\(('-cl>''<l — 'J^'iJ'i  z^abcd  =  27. 

Nous  aurons  à  traiter  l'équation  suivante  : 

(9)  j/'  =  X  \  ar'^       y  \  h//-. 

En   prenant  les   équations    conjui^uées,    où    \  bd'^   est    reuiplacé    par 
^y bd-  et  p^  \  bd'-^  on  peut  éliminer  ,r  et  }',  et  il  viendra 


.r,  p  '^  (IV---  y \  '/-  \  b<l-        «1  'sja'-cb'-d 

./■|  p-  \  ac-    -  y<^  "j  \  h(l-  —  Z\  ^a-cu-tl, 
5 

Il  résulte  de  celte  é(|uation  que  le  nouibro 

.^  (,/•]  p  \  ac'---  J'\  p-  \  h(i-    -  Z\  \  <i'-ch"-i{) 
--  Tv('^''?"  \  ar-    -J'\?  \  h(l--      ô|  \  (i'-cb-(l) 
=         :,  ( — .^'i  \  ftC- —  )-|  '\  b<r-       •>;,  \  <("cb--<l) 


est  une  unité  dans  1(!  corps  12.  En  pr<!nant  sa  norme,  on  aura  l'écpia- 
tion 

—  ./■'\(tc'- —  )'\b(l'--     >\  z\  (I-  cb'-  (I — •()./•,  Vi  Z\ffbc<l  =  'r'^.->~. 

Or,  on  démontrera  lacilemenl  que  cette  équation  est  incompatil)le 
avec  l'équation  (8),  sauf  dans  le  cas  de  Z\  =  o.  Dans  ce  cas,  l'équa- 
tion (9)  deviendra 

.,   ''i  s  <!''-         :;,»':  \  bd'-  \     =-  .r  \  <(C-        y  \  bd-. 


L'impossil)ilit('  de  cette  équation  résulte  du  lemme  suivant  :  <  Soient.r, 
y  et    I)  des  noml)res  rationnels  difVércnts  de  zéro,   et  soit  \  D  irra- 
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lionnel.  Alors,  les  coefficients  ralionnclsX,  ^  ,  Z  dans  l'équalion 

avec  n  entier  >  i,  sont  tous  différents  de  zéro,  sauf  dans  les  cas  sui- 
vants : 


On  j)eul  traiter  le  cas  de  />  =  6m  —  i  de  la  même  manière.  On 
aura  ainsi  le  résultat  suivant  :  Si  ;  e.st  Vanité  fondamentale  du 
corps  lv(y/ÂB^),  o  <  ;  <  i ,  el  si  I  .r  ^  A  +  }-  (B  )■'  ==  ^"',  on  a  forcé- 
ment m  —  a"  avec  n  =  o,  1,2,  3,  ...  (B  est  supposé  >  i).  Pour  les 
unités  de  la  l'orme  ^,{.r\  AH-  )i  B)^,  on  trouvera  le  même  résultat. 

De  ce  résultat,  on  peut  aisément,  en  se  servant  du  lenime  ci-des- 
siis,  d(''(liiire  le  tliéorème  II. 

L  t  inétliodii  donne  aussi  un  proci'd<''  pour  e[)('Ctisu>nient  déter- 
miner toutes  les  solutions  de  l'équation  (<)).  En  ellet,  on  peut 
réduire  le  problème  de  résoudre  récjuation 

A.r:'  ,    JJj-'=  I         (  A  >  V,  >n 

au  prohlème  de  résoudre  un  nondjre  lini  d'équations 

A,.r--i-  Bi  J-'  =  I  (A,  ,>  |],i  1  I, 

où  tous  les  facteurs  premiers  de  A,  B,  divisent  A  ou  bien  divisent  B 
l.e  prol)léme  sera  ainsi  ramené  à  un  nombre  tinl  d'équations 

où  tous  les  facteurs  premiers  de  d  divisent  A  ou  bien  divi>ent  B.  Or, 
on  sait  résoudre  complètement  ces  dernières  è<|uations  en  vertu  du 
théoréuie  1.  La  résolution  de  ré([uation 

peut  être  ramenée  à  celle  de  ré([uation 

Ou   doit    noter   (jue    les    théorèmes    I    et    II,    ainsi    (jue   les   lliéo- 
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renies  III  el  lY  ci-après,   sont  démonlrés  sans  application  du  lliéo- 
rènie  de  Tliue. 

Le  premier  résultat  sur  la  forme  générale  {a,  />,  c,  d)  à  discri- 
minant D  négatif  est  aussi  dû  à  Delaunaj  [3,  c,  e\.  Il  a  démontré  le 
théorème  suivant  sur  le  noml)re  de  représentations  de  l'unité  par  cette 
forme  : 

m.  L'équatiijii  indch'i-ininèe  (rt,  b,  c,  (/)=i  possède  au  plus 
quatre  solutions  en  nomhi-es  entiers^  sauf  dans  le  cas  d'une Jorme 
équivalente  «  (i,  o,  — i,  i).  Inéquation  (i,  o,  — i,  i)=  i  possède 
exactement  einq  solutions^  savoir  ^  =  o,  )- ^  i  ;  x=i,  r  =  o; 
X  =^y  =  \  ;  X  ^  —  I ,  j-  =  I  ;  j'  =  4,  )-  =  —  3.  Si  la  forme  n'est 
pas  équivalente  à  une  forme  (i ,  /v,  q,  i),  l'équation  [a,  6,  c,  d)  ==  i 
possède  au  /dus  deux  solut ions. 

Il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  la  forme  (i,  /j,  7,  r).  Soit  a 
une  racine  de  l'éc) nation  (1 .  — />,  y,  — /•)  =  o.  Soit,  de  plus,  s  l'unité 
fondamentale  de  l'anneau  R(5:),  o  <  £  <  i .  Alors,  il  s'agit  de  trouver 
les  exposants  entiers  //,  pour  lescpiels  on  a 

(lo)  c"  =  .r^-^tJ■. 

On  vérifie  aisément  ([u'il  suffit  de  considérer  le  cas  de  7/  positif. 
On  établit   sans  peine  le    lemme  suivant  :   a   Si  c  H- A  a    est  une 
unité,  6  ^  o  et  p^  =t  I ,  el  si  /j  >  '  )  on  "'«  jamais 

Posons  ensuite  £  =  «a2+  ba-^c.  11  résulte  de  l'équation  (10) 

l'n  —  £"'(  =  (  x' —  y."  )y. 

Tous  les  )■  sont  ainsi  divisibles  par 

-1 '-„  1=  r/  (  a'  -f-  a"  )  —  ^  =  —  a'x    -  t>  -^  ap. 

y.  —  y. 

Donc,  si  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  6  est  (rt,  b)=^d^ 
tous  les  )•  sont  divisibles  j)ar 

A  =  -^,  IN  ( —  ay.-r-  b  ^-  ap), 
où  N(|3)  désigne  la  norme  de  |3.  Nous  pouvons  alors  passer  à  l'an- 
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neaii  R(/.5:).  l'osons  )-,  ■=.  j  et  a,  =  /.a,  el  soit 

''•î  =7'i  'A—  Vi  '■'■\   -^  '>■ 
Soit,  de  plus, 

s,  —  i''=  n^y/j    '.-  h^  a,    i-  C| 

rmillé  fondamentale  du  nouvel  anneau,  i)<c,<^i.  Au  Heu  de 
récjuation  (lo),  nous  aurons  done 

l\  =  .V  -:-     a,  )-,. 

Si  f/,  =(V/,,  A,),  on  conclut  de  cetu^  é(|uation  (juc  tous  les  i',  sont 
divisibles  par 

/.,  —    -  .;  N(— r/|a,  -b^    -  a^p^  ). 

Nous  pouvons  ainsi  passer  à  l'anneau  R(a2)  où  a.j  =  /,,  a,.  Nous 
pouvons  continuer  de  la  même  manière  jusfju'à  ce  ([ue  nous  nous 
trouvons  dans  l'anneau  R(a,).  Alors,  on  a 

a/  —  /.  /,  I  k,  .  .  .  /.,  _|  y.  el  y.f  —  /';  ^c;-' —  q/y.,   i-  /',-. 

L'unité  fondamentale  de  l'anneau  est 

Zi=  zV-^  (i/y-f   ■    l'i-J-i   -Ci,         o<s;<r. 

Au  lieu  de  l'écniatioii  (m>),  on  a 

(u)  ■  s,l^-=./-    ■    a/r,, 

OÙ  y  =  A7>',  /.J  .  .  .  /,i_  J  )j.  Si  J,-  =:(ai.  ^,),  tous  les  r/  sont  divisibles 
par 

A/  =  --  ^  (—  ^? ,  a,-  -H  />,■  -F  «,/>,). 

Or,  le  nombre  )•  n'a  <|u'un  nombre  fini  de  diviseurs.  On  tombera 
ainsi  nécessaireuient  une  fois  sur  le  cas,  où  A,  deviendra  =  ih  i .  Dans 
ce  cas,  on  aura  r/,  =  i  :  et  le  nombre  —  «,a, -|- />, -l- ^/,y?,  ::-=  Ç  doit 
être  une  unlt(''.  Soit  d'abord  ^=±1,  donc  <^?,=  o,  6,=  =b  i  et 
£/  =  ±  a,-  +  (■;. 

Alors  il  résulte  de  ré(|uation  (11) 

ri 

£"  =  (±  /i  A-|  Ao  ...  X  -•-  c/  )^  =  ./:  -^  a/. 
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Or,  si  réciualion  (lo)  a  au  nioins  deux  solutions  )'  dilTérenles 
de  zéro,  celle  é(iualion  entraîne,  à  cause  du  Icmnie  ci-dessus,  que 
/A-,  /v2  .  .  .  =  =t  I  •  On  a  ainsi  déjà  Â=  =b  i .  donc  s,-  =  s  =  =L  a  +  c. 

Soit  ensuite  Ç  une  unité  algébrifjue  --=:■  =t  £■"  =  ±(A  +  a,C),  où  m 
est  positif">2.  Dans  ce  cas,  les  discriminants  de  e,  et  a,  sont  égaux; 
les  anneaux  R(a,)  et  P>(£;)  sont  identicjues  et  les  formes  correspon- 
dantes sont  é([uivalentes.  On  j)eul  choisir  B  et  D,  tels  cjue  la  transfor- 
mation J7  :=  A«  -]-  Br,  )-,  =--  Q^L  +  Dr,  avec  AD  —  BC  =  ±:  i ,  trans- 
formera réqualion  (i  i)  en 

/( 

luisons  t~[^  =  (i.  Nous  avons 

T|  =:  d'  'J-'f  -r-   h'  a.j  -r-  C    ^=-   k  k\  /  o  •  •  •   ,J  "^  '"\ 

où  j3  est  un  nombre  entier  algébri([ue.  Pour  -  =  o,  on  aura  donc 


—  r,  =  r' 


i'  I  ''■,  —  •' 


Or,  celle  ('<j nation  est  impossible  d'après  le  leniiiie  ci-dessus,  sauf 
pour  AV.-,  A  2  .  .  .  =  =t  I .  On  a  ainsi  déjà  A=  =t  i . 

Il  résulte  de  ce  (jui  précède  :  Si  la  forme  n'est  pas  é(iuivalenle  à 
une  forme  (i,  /^,  ^7,  1)'  ^^^^  possède  au  plus  deux  représentations  de 
l'unité.  Une  forme  (1,  p/,,  yA-,  /V.')  avec  A  >i,  possède  au  plus 
deux  représentations. 

Delaunay  a  appelé  celte  méthode  ;<  l'algorithme  de  rehaussement», 
laissons  maintenant  aux  formes  (',/>,  g-,  ')•  Si  £  est  la  racine  de 
./•3  =  px-  —  CJ.C  +  1 ,  on  aura  à  étudier  l'éipiation 


Considérons  d'abord  le  cas  de  n  pair  =  im.  Si  di  est  j)Osilif,  tous 
les  )■  sont  divisibles  par -^^^-; 3 —  =£'-{-£".  Ainsi,  tous  les  )■  sont 

divisibles  par  A-  =  N(£'  +  £").  Si  ///  est  négatif,  tous  lesy  sont  divi- 

•I  1               ('r{)''  —  (  '"  )'-        ^  -,     r\ 

sM)les  pai'  — = — ; 7—,  ou  Ti  --  £    '.  Ui-,  on  a 


e  —  e 


Ainsi,   Ions    les    v'  ^onV    toujours    divisibles    par   k.    Supposons    que 
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A"  ^  it  I .  Dans  ce  cas,  on  esl  x-amené  à  une  forme  (i,  /;/, ,  qk"^^  A-'), 
qui  possède,  d'après  ce  qui  piécède,  au  plus  deux  représentations. 

Considérons  ensuile  le  cas  de  n  impair  =;  iin  -\-  \.  Dans  ce  cas,  on 
aura 

D'une  manière  analo<;uo,  on  déuionirera  que  tous  k'S  x  sont  divi- 
sibles par  N(c' -h  £  )  ^ /.■.  Or,  si  /.^=bi,  on  est  ramené  à  une 
l'arme  {A'\  p/\'^,  q/<\,  i),  qui  possède  au  plus  deux  représentations. 
Ainsi,  la  forme  {i  ,  p,  q,   i  )  possède  au  plus  quatre  représentations. 

Il  reste  encoïc  à  tr.iiter  le  cas  de  ]\(c'  ^  £  )=  —  i,  c'est-à-diic  le 
cas  de  p  =  o.  [^  Le  cas  de  pq  =  'i  conduit  à  (i ,  o,  —  i ,  i).]  On  trouvera 
que  la  forme  fi,  o,  y,  i)  j)ossède  exaci<'men[  trois  re[)!ésenla!ions 
si  ij^y^-^x.  r^es  formes  (i,  o,  i,  i)  et  (i,  o,  — i,  i)  en  ont  quatre 
et  cinq  respectivement. 

Dans  un  certain  nombre  de  cas,  celte  mélhodede  «  rehaussement» 

donne  aussi  la  solution  complète.  En  eflet,  supposons  que  la  méthode 

nous   a   conduit  aune   forme    o  rehaussée  »    (  i ,  />/. ,  ^A-,   /'A-').   Suj)- 

posojis,  de  plus,  que  le  facteur  k  soit  divisible  par  un  nombre  pre- 

luier   impair  t..   Soit    z  ■=■  tiy.'- ^  h  y. -\- c   l'unité    fondamentale    de   la 

forme  initiale  (i.  /;,  y,  /')  :  el  soit  p.  le   j)liis  |)etit  ex[)Osant  positit.  tel 

que  dans 

el-L  ==  A  a-  —  n  -j.  -  -  (1. 

li'S  coellicieuls  A  et  B  soieu!  divisibles  pai'  -.  Si  A  n  est  pas  divisible 
par  --,  il  est  facde  de  moiitrer  que,  dans  l'équ.ition 

l'y  =■  W-j."-—  Kx  -  L. 

le  Goefhcient  H  nest  j.unais  ('^al  à  zéro.  Il  résulte  de  Jà  que  l'équa- 
tion î"  =  ./•  +  y.y  est  im[)0ssible  [)uisque  y  est  divisible  par  /. ,  et  donc 
par  T..  Or,  ou  n'a  [)u  démonlier  qu'un  tel  diviseur  premiei-  t.  doit 
nécessairement  ap[)ar.iître.  D'ailleurs,  dans  tous  les  exenqjles  numé- 
riques traités  jusqu'ici,  c'est  le  cas. 

Delaunav  a  aussi  proposé  une  méthode  analoi^ue  dans  le  cas  «général 
d'une  forme  (n',  />,  r,  d)  [3,  y]. 

Nagell  [!2o,  «,  6,  f , /j  a,  indépendauiment  de  Delaunaj,  dévelojqn'' 
une  autre  méthode  pi»ur  traiter  les  formes  cubiques  à  discriminant 
négatif.  Considérons  d'abord  l'équation  j?'* +  <■/]•'  =  i .  Soit  !^  l'unité 
fondamentale  de  l'anneau  R(  '5),  où  5  =  \/</,  et  soit  o  <;C<C  '•  Pour 
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Irouvcr  les  unité.s  (positives)  de  la  forme  .r  +  )'&,  on  a  à  examiner  la 
suite  Ç,  Ç-,  Ç^,   ....  Soit 

le  premier  terme  de  la  suite  ajant  cette  forme,  et  soit 

^M  =  X  -t-  \  0 

une  autre  unité   de  la   même  forme;   donc,   M>>/??>i.    Soit  encore 
M  =  Tim  -\-  r  avec  o  <C  r'^m  —  i .  Car,  si  /■  =  o,  on  aurait 

(^•^_>-0)"  =  X -^  Y6. 

Or,  nous  avons  déjà  vu  que  cette  équation  est  impossible.  Posons 

£  =  ;'•=  ;/-^rO  -^ivb\ 

où    M,    r,    tr    sont    entiers;     tr    est    différent    de   zéro.    Nous    avons 

l'équation 

J;m=X-i-  YO  =  (x-^yO)'^(u  —  ç(i^  tv02). 

En  j  égalant  à  zéro,  le  coefficient  de  6-,  on  aura  une  équation  entre 

X,  >',  u,  V  et  w.  Cette  dernière  équation  entraîne  que  w  ^o  (mod  )). 

Le  nombre  w  peut  être  exprimé  par  e  et  ses  conjugués  par  l'équation 

o  \v  B2  zz=  £  -^  e'p  —  £"p-  ; 

\v  étant  divisil)le  par  )-,  il  résulte  de  là  l'inégalité 

)  :  7  ,  02 ^  3  î  H' 0-'   <  I  -1-  -i  ;  £'  j  <  I  -+-  'i  I  T,'  j, 
d'où 

3|y  î05<i  +  2  v'3(i  +  |7lô). 

Or,  cette  inégalité  est  impossible  pour  |^)'|>i  et  <:/^8,  ainsi  que 
pour  I  y'  I  >  2  et  </>  5.  Il  résulte  de  là  que  l'équation  proposée  possède 
au  plus  une  seule  solution  avec  ]'  ^  o.  (Les  valeurs  c/=  a,  3,  4  et  7 
qui  échappent  à  l'analyse  précédente  peuvent  être  traitées  direc- 
tement.) On  peut  même,  à  l'aide  de  cette  méthode,  démontrer  le 
théorème  II  f  !25,  /j. 

En  généralisant  la  méthode,  jNagell  |125,^]  a  démontré  le  théorème 
suivant  : 

IV^.  I.\''quation  indèterminîte  («,  />,  c,  c^)=i,  à  discriminant 
ni'gatif^  possède  au  /dits  frais  solutions  en  nond>res  entiers,  sauf 
dans   les  trois  cas  sin\(tnts  :    \"  Si  (rt,   A,   c,   d)  es/    équisalcnte 
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rt  (i,  G,  I,  i),  il  Y  a  exactement  quatre  solutions  ;  2°  si  (a,  b,  c,  cl) 
est  équivalente  «  (i,  —  1,1,1),  //  )-  a  exactement  quatre  solu- 
tions; 3"  si  {a,  h,  c^djesl  équivalente  à  {i^  o,  -^1,  i),  il  y  a  exac- 
tement cinq  solutions. 

Pour  établir  ce  théorème,  on  commencera  par  montrer  qu'il  suffît 
(le  traiter  le  problème  suivant  :  Etant  donnée  une  unité  y],  racine  de 
l'équation  x^  =  pr~  —  qx -\- i  à  discriminant  D  négatif,  trouver  le 
nombre  des  unités  de  la  forme  r,'"  =  an  -+-  b.  On  aura  à  montrer  que, 
à  part  les  trois  cas  d'exception,  il  n'y  a  qu'une  x'ulc  unité  au  plus  de 
la  forme  art  -{-b  avec  ab  différent  de  zéro.  Il  est  facile  de  voir  qu'on 
peut  supposer  ?n  positif.  Soit  maintenant  r/"  la  juemière  puissance 
dans  la  suite  r/-,  r,^,  n'^ ,  .  .  . ,  qui  est  de  la  forme 

et  soit  Ar^ -(- K  une  autre  unité  de  la  même  forme, 

■r«=A-r.       B. 

Soit,  de  plus,  M  =  jim  +  /•,  avec  o<r'^m —  i .  On  peut  même  mon- 
trer que  3  <  r<  m  —  2.  Si  Ton  pose 

le  coefficient  z  est  différent  de  zéro  puisque  /•<^  m.  Nous  avons 

(  ar^-~  b  )"  (  ,r  -r-  y  r,  -    z  r,^  1  =  A  r,  ^  B . 

En  y  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  r;-,  on  aura  une  équation  entre 
a,  b^  X,  y  et  :?.  11  résulte  de  cette  équation  que  z  est  divisible  par  a. 
Le  nombre  ;  peut  être  exprimé  par  £  et  ses  conjugués  comme  il  suit  : 


u-O 


■'"1  —•''1)2 


D  étant  le  discriminant  de  r],  Nous  avons  les  inétialilés  suivantes  : 


IIV 

_  ;  >r/"--2. 

< 

'^' 

!'"--  = 

r/r/—  b 

a 

l«l 

—  I 

= 

"^      1  -h 

r 

:;  étant  divisible  par  «,  on  aura  j  s  [  >  |  a  |  et  l'équation  (12)  entraînera 


«V^i< 


r,   1^ 


^(i-iv;) 
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Puisque  |  o'  j  >>  i ,  il  résulte  de  là 

I  a  \  D  I  -:;  —  •>,  T- 8*7         ou  l)i('ii         — De  (il. 

Le  théorème  se  trouve  ainsi  démonlré  pour  tous  les  r;  à  discriminant 
D<  —  64.  Les  autres  valeurs  de  rj  peuvent  être  traitées  par  des 
méthodes  spéciales. 

Le  théorème  IV  n'est  pas  susceptible  d'une  précision  ultérieure.  Il 
existe,  en  efïet,  une  infinité  de  formes  (a,  Z>,  c,  d)  inéquivalentes  qui 
admettent  trois  représentations  de  l'unité,  par  exemple  les  formes 
(1,  o,  Y,  1),  <i  positif,  qui  représentent  l'unité  j)()ur  x=:o,y^=^\', 
J7  =  I ,  )■  =  o  ;  ,r  =  j ,  )-  -T^  —  7. 

Il  résulte  des  théorèmes  llï  et  IV^,  en  profilant  du  résultat  de 
Lagrange  ci-dessus  :  Uèqiialion  {a^  A,  c,  c^)  =  N  possède  au  plus 
5N  solutions  en  nombres  entiers^  preinieis  entre  eux. 

C'est  un  fait  remarquable  ([ue  la  limite  est  indépendante  des  coef- 
ficients de  la  forme.  Cependant,  on  ne  sait  pas  encore  résoudre  com- 
plètement cette  équation  dans  le  cas  général. 

On  ne  sait  rien  jusqu'ici  sur  les  formes  cubiques  à  discriminant 
positif  en  dehors  du  fait  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  représen- 
tations d'un  nombre  entier.  L'exemple  le  plus  simple  est  l'écjuation 

x-'  —  3  xy-  -^  y-'  =  I . 

Soilry  une  racine  de  l'écjuation  J7*  —  3.r-|-  i  =  o.  Un  système  d'unités 
fondamentales  du  corps  /.(rj)  contient  deux  unités  s,,  £0. 

On  peut,  par  exemple,  prendre  £|  =  rj  et  £0  =  "  —  "'^i-  Le  problème 
consiste  donc  à  déterminer  tous  les  nombres  entiers  /j,  /??,  tels  (jue 

±  T,"  (J  —  -q  ,)"'  ~  .r  —  r,  J-. 

On  n'a  pas  encore  résolu  complètement  ce  problème. 
Tartiikovski  [3i]  a  démontré  le  théorème  suivant  : 

V.   L'équatio/t  indéterminée 

possède^  en  dehors  de  la  solution  tiiviale  y  =  o,  au  plus  une  seule 
solution  en  nombres  entiers  positifs  a?.  )',  sauf  peut-être  dans  le 
cas  de  d=i^.  Si  la  norme  de  r unilr  fondamentale  e  de  l'an- 
neau R(y/o?)  est  égale  le  —  1 ,  //  ify  a,  (juc  la  solution  triiiale,  sauf 
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dans  le  cas  de  (/ =  5  où  Von  a  aussi  ,r  =  3,  )■=  u.  Si  la  norme 
de  £  est  égale  à  -\- 1  et  si  ,r  =  Xi,  j- ^  )■,  est  une  solutio/i,  le 
nombre 

est  égal  à  £,  ou  bien  égal  à  s-,  le  dernier  ras  ne  pouvant  se  pré- 
senter (jue  dans  un  nombre  limité  de  cas. 

Le  nombre  d  est  supposé  positif  >  2  et  non  carré.  Sur  le  cas  f/  =  i  5, 
on  ne  peut  rien  dire.  11  s'agit  de  montrer  que,  £  étant  l'unité  fonda- 
mentale de  l'anneau  \\[y'd)^  {t  >  i),  l'équation 

est  seulement  possible  pour  n  =  i  ou  n  =  2.  La  démonstration  s'ap- 
puie sur  le  théorème  11  de  Tluie  du  n"  7.  On  ne  connaît  que 
les  deux  cas  suivants  où  la  solution  est  donnée  par  s-  :  la  solution 
àe  x^  —  5 y''  =  i  est  donnée  par 

e-  =  (2  +  \'5)'  =  3=-t-  2-  \,"j. 

Celle  de  .r'  —  n  i  4o  )''  =  1  par 

Eî  =  (i6()  -^  j.  \  7i1o)-  =  ■-ioif-  ^  AV-  \,  71  \<>. 

Tartakovski  a  aussi   énoncé  le  théorème  plus  général  :   l'équation 

indéterminée 

X-" —  (/y-"  =  1, 

où  //>3,  possède  au  plus  uiw  seule  solution  (en  dehors  de  )'  =  o). 
Cette  solution,  si  elle  existe,  est  donnée  par  l'unité  fondamentale  de 
l'anneau  R (y/ <:/),  ou  bien  (ce  (jui  ne  peut  arriver  que  dans  un  nombre 
limité  de  cas  d'excej)tion)  par  le  carré  ou  le  bicarré  de  cette  (|uantité. 
Ajoutons  enfin  que  le  théorème  II  de  Thue  du  n"  7  permet  de 
résoudre  complètement  des  équations  de  la  forme 

A,r'M-  Bj"  =  C, 
qui  satisfont  à  certaines  C(tndilions. 

10.   Solution  complète  de  quelques  équations  spéciales  de  la  forme 
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a)--\-0]--i-c  =  dj:".  —  Nous  venons  de  voir  dans  le  n°  8  que 
l'équation 

(i)  ay^--^by~-c  =  dx", 

OÙ  a  ot  ac  —  /\b'-  sont  différents  de  zéro,  n'a  qu'un  nombre  limité  de 
solutions  entières.  Nombreux  auteurs  se  sont  occupés  des  cas  spé- 
ciaux de  cette  équation,  surtout  de  Téquation 

OÙ  k  y^  o.  Le  premier  exemple  a  été  donné  par  Fermât  (|ui  a  affirmé 
cjue  l'équation 

(3)  y.^^  =  .t:^ 

n'a  aucune  solution  en  dehors  do  j-=±:5,  .r  =  3.  On  a  résolu 
l'équation  (2)  complètement  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Pour  j 
parvenir,  on  s'est  servi  surtout  de  deux  méthodes  différentes.  La  pre- 
mière méthode  traite  l'équation  (2)  directement  et  peut  être  caracté- 
risée par  l'exemple  suivant  :  Considérons  l'équation 

Si  X  est  pair,  y  est  forcément  impair.  Dans  ce  cas,  l'équation  est 
impossible,  puis([ue 

V-  -f-  4  —  ( I  -^  8  c y^  =  4         (  mod  H.~). 
Si  X  est  impair,  )•  est  pair  et  l'équation  peut  s'écrire 

j2 -4-  4  =:  (  .r -4-  I -I-  %c)[.v- —  ,r(i  +  8c)  +  (  I  -t-  8c)2]. 

Le  coté  gauche  est  divisible  par  4,  on  aura  donc 

.r  -t-  I  ïs  o         (  mod  \  ). 
Il  résulte  ainsi 

x"- —  ./■(  I  -+-  8c)  -f-(i  -)-  8c)2  =  X- —  X  -+--1=3         (mod  4)- 

Le  côté  droite  a  donc  forcément  un  facteur  premier  de  la  forme 
4/i-t-v3.  Or,  le  nombre  )-2  +  4  ne  peut  avoir  un  facteur  de  cette 
forme.  L'équation  proposée  est  ainsi  impossible. 

Cette  mélhod(!   peut   être  considérablement  généralisée  ainsi  (jue 
l'a  montré  Mordell  [24,  a\.  Nous  nous  bornons  ici  à  mentionner  (jUe 
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l'équiition  (2)  est  impossible  si  /•  ^  A'  —  B'^  où  B  est  indivisible 
par  3,  et  où  tous  les  facteurs  impairs  communs  à  A  et  B  ont  la 
forme  /]  /i  -\-  \ . 

La  d<'uxième  méthode  est  la  même  que  nous  avons  appliquée  pour 
démontrer  le  lliéorème  II  du  n"  8.  Au  lieu  de  récjuation  (:>.),  on  aura 
à  traiter  un  nombre  fini  d'équations 

(4  )  '-Y  (If,  r  )  =  C. 

OÙ  (p  est  une  forme  binaire  cubi([ue.  Si  /'  est  positif,  le  discriminant 
de  la  forme  est  négatif;  dans  le  cas  contraire,  il  est  positif.  Le  cas  le 
plus  simple  est  celui  où  la  forme  est  réductible.  Ainsi,  l'équation  (3) 
entraîne 

j  4-  V  —  i  =  (  //  -^  p  \  —  ■'  y , 

d'où 

ce  qui  donne 

Lors(|ue  la  forme  cp  est  irréductible,  on  peut  souvent  montrer  que 
l'équation  (4)  est  impossible  suivant  l'un  des  modules  7,  8  ou  9. 
Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  k  =  2'j.  Supposons  d'abord 
que  X  soit  indivisible  par  3.  Dans  ce  cas,  on  a 

_;K-+- 3  ^  3  =  (a  +  6v/3)  (f<-^  (•  V'3)^ 

où  l'on  a  rt  =  =b  2  ;  h  =  dz  i  ou  rt  =  1 ,  Z>  =  o,  donc 

3  =  <•/  (  3  ti-  p  ^  3  r-''  )   '-  6  (  u'^  h-  9  iir-  ). 

«  =  ±2  est  impossible  puisque  u  est  indivisible  par  3;  b  ^=  0  ne 
donne  aucune  solution.  Supposons  ensuite  (|ue  x  soit  divisible  par  3, 
donc  X  =^  3i;,  )'  =  gn-  Dans  ce  cas,  on  aura 

I  H-  T,  \  3  =  (rt  ^-  à  s,'i){  u  -r-  (•  \  3)''. 
I  =  a  (  a^  +  9  uv-  )  +  3  6  (  3  u-  v  -r-  3  c-'  ). 

Si  rt  =  ri:  2,  on  aura 

1  ^  î  {<•'         (  inod  9), 

congrucnee  absurde.  Si  a  ^  ±  i ,  on  aura 
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donc, 

.r=—3,        y  =  o, 

seule  soliilion  de  réqualion  proposée  (Mordell  [2i,  a]). 

Lorsque  le  discriminant  de  cp  est  négatif,  on  peut  aussi  quelquefois 
appliquer  les  résultats  du  numéro  précédent  sur  les  formes  cubiques 
à  la  résolution  de  l'équation  (4),  ainsi  dans  les  cas  Â=  i ,  2,  3,  4-  5, 
6  et  17.  Dans  le  dernier  cas,  Téqualion  (2)  possède  exactement  les 
huit  solutions  suivantes  : 

.r  =  —  I ,      y  =  /(  ;         ./•  =  —  2,      r  =  3  ;         .r  =  i,      y  =  j  ; 

■^  =  'il    y  =  9'i         ■'^  —  ^î    y  =  2'3  ;         ^  =  43,     K  =  -iSi  ; 

X  =  5'>,,     y  =  375  ;         j-  =  5-2'i\.     y  =  37866 1 . 

Par  les  méthodes  précédentes,  on  a  résolu  ré([uation  (2)  complè- 
tement dans  les  cas  suivants  : 

A—  I,  2,  3,  4i  î,  ^1  7^  n,  i^.  14,  16,  17,  io,  ■>,!,  23,  25,  27,  29,  32, 
34,  39,  4'm  4"',  4*">.  17-  49-  "»•,  ^^-  ^8,  J9.  60,  61,  62,  60,  ()7.  69,  70,  7"), 
77,   78,  83,  8',.  8'.,  86,  87.   88,  90.  93,  95,  96; 

et  pour  les  valeurs  négatives  de  A'  'j>  —  loo,  sauf  pour 

—  A- =    7,    I  j,    18,  20,  23,  25,  26.  28,   3i,  39,    \o,  4>,   47-   48,  53, 
54,  35,  56,  60,  61,  63.   71,  72.  79,  83.   84,  87,   89,  95. 

Tl  existe  aussi  un  petit  nomln-e  de  résultats  sur  ré(|uation  (1)  pour 
des  valeurs  de  fi  ^  3.  Ainsi,  on  peut  montrer  que  les  équations 

/-  +  I  =  ./■"         et         y'^  -^  i  ■=  2  .r" 

sont  impossibles  pour  |  )■  ]  >>  i  si  n  n'est  pas  une  puissance  de  2.  (l.a 
première  est  aussi  impossible  dans  le  dernier  cas.  )  Les  é([ualions 

sont  aussi   impossibles   pour  |)'[>'2    si   //   n'est  pas  une   puissance 
de  3.  (La  dernière  est  aussi  impossible  pour  jt  =  3'".) 

Il  jades  résidlats  plus  généraux,  comme,  pare\em|>le  :  L'équation 

i-f-  T)y-=  ./■", 

où  71  esl   impair  >-  1,  cl   où  D  est  un   nombre  enlii'r        2,  ne  possède 
aucune  soUition  en  nond)res  entiers  .r,  ),  .r  im|)air>>  1  si  le  nombre  « 
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n'est  pas  un  diviseur  (Ju  nombre  de  classes  d'idraiix  du  corps  quadra- 
li([ue  engendré  par  \/~-  D.  Dans  le  cas  de  D  =  2,  il  j  a  la  seule  solu- 
t  ion  /i  =  5 ,  j'  ^  =b  I  I ,  .r  =  3  (  \agell  [ !2o,  </ ]  ) . 

Pour  démontrer  ces  résultais,  on  se  sert  de  la  même  méthode  que 
dans  le  n"  8.  Le  succès  est  du  au  fait  cpic  la  forme  résultante  du 
//''""■  degré  est  réductible. 

^OTE.  —  Au  moment  de  Timpressioi),  M.  A.  Weil  me  commu- 
nique qu'il  a  étendu  le  théorème  de  Mordell  du  n"  3  à  un  domaine  de 
rationalité  algébrique  (pielconque.  11  a  même  démontré  un  théorème 
correspondant  pour  les  cdurbes  algébriques  de  genre  >- 1 .  Ses 
recherches  seront  publiées  dans  les  Acta  mathcmalica^  1928. 

Au  sujet  des  points  rationnels  des  cubiques,  voir  aussi  mon 
Mémoire  :  Sur  A^v  projuiélés  aiilliméLi(jnes  des  cnOitjues  planes 
'lu  pi-eniier  uenre  (  Ada  mathematica .  t.  ^8,  1928  ). 
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